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5 Energien und chemische Bindungen des Festkörpers

Die chemische Bindung beruht auf der elektromagnetischen Wechsel-
wirkung der Valenzelektronen. Ist die Zahl der n¨achsten Nachbaratome
gleich der Anzahl der Valenzelektronen, so l¨asst sich die Bindung durch
ein Paar von Elektronen beschreiben, deren Aufenthaltswahrscheinlich-
keit zwischen benachbarten Atomen gross ist. Dies ist die sog.kovalen-
te Bindung. Kristalle bestehend aus Atomen mit stark unterschiedlicher
Elektronennegativit¨at können eineIonenbindungeingehen. Die Elektro-
nen sind dann lokalisiert am Ort der jeweiligen Atome. Im Falle dermetal-
lischen Bindunggibt es delokalisierte Elektronen, die mit mehreren Ato-
men wechselwirken (respektive mit dem ganzen Kristall). Weitere sehr viel
schwächere Bindungsformen sind dievan der Waals-Bindungund dieWas-
serstoffbrückenbindung.

Unter derBindungsenergieversteht man die Arbeit, die aufgewendet wer-
den muss, um den Kristall in seine Bestandteile zu zerlegen. Die Bestand-
teile sind wie folgt definiert: Einen Molek¨ulkristall zerlegt man in Mo-
leküle, einen Ionenkristall in seine Ionen und einen ‘Atomkristall’ in seine
Atome.

Die Definition für den Ionenkristall ist etwas willk¨urlich, da viele
Festkörper partiell ionische Bindungen besitzen. Universeller w¨are es, den
Körper in neutrale Atombestandteile zu zerlegen.

Man beachte, dass die quantenmechanische Nullpunktsenergie die Bin-
dungsenergie reduziert.

Um die Bindungsenergie zu berechnen, muss im allgemeinen der Grundzu-
stand eines quantenmechanischen Vielk¨orperproblems gel¨ost werden. Dies
ist schwierig und auch mit schnellen Computern zeitaufwendig.Vollst¨andi-
ge Ionenkristalle bilden eine Ausnahme. Es gen¨ugt in guter Näherung, nur
das ionisierte Atom quantenmechanisch zu behandeln und die elektrostati-
sche Wechselwirkung klassisch zu ermitteln.
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Bei einem Edelgaskristall, der nur durch van der Waals Kr¨afte zusammen-
gehalten wird, gen¨ugt es diese Kr¨afte paarweis aufzusummieren.

5.1 Repetitorium Quantenmechanik

In der Quantenmechanik wird der Phasenraums der klassischen Mechanik
durch einen HilbertraumH ersetyt. Ein physikalischer Zustand zur Zeitt
wird durch ein Element	(t) 2 H beschrieben, das auf eins normiert ist.

Die zeitliche Entwicklung des Zustandes gewinnt man aus derSchrö-
dingergleichung:

i�h@t	 = H	 ; wobei H = Hy (selbstadjungiert)

H ist der Hamiltonoperator:H : H ! H.
DaH = Hy bleibt die Norm von	(t) erhalten:

jj	(t)jj2 = (	(t);	(t)) = jj	(0)jj2 =: 1

(Betrachte dazu@t(	(t);	(t))!)

Zu jeder Messgr¨osse (Observablen) gibt es einen OperatorO : H ! H,
der selbstadjungiert (hermitesch) ist. Der Messwert zuO im Zustand	 ist
gegeben durch:

hOi = (	;O	) 2 R



5 ENERGIEN UND CHEMISCHE BINDUNGEN DES FESTK̈ORPERS 5.3

Der Hamiltonoperator ist die Observable der Energie.
Falls H(t) = H(0);8t, folgt durch einen Separationsansatz	(t) =
 exp(iEt=�h) �!

H = E ; E 2 R (Eigenwertproblem)

Da die Operatoren hermitesch sind, ist es zweckm¨assig die Bra-Ket-
Notation für das Skalarprodukt zu verwenden, d.h.

h�jOj i := (�;O )

Um eine konkrete Darstellung zu erhalten, ben¨otigen wir einen vollst¨andi-
gen Satz von orthonormierten Basisfunktionen vonH. Seif�kg ein sol-
ches Basissystem. Wir betrachten die Projektionen (Koordinatenabschnit-
te) bezüglich dieser Basis:X

j

h�kjHj�ji h�jj i = E h�kj i

Für ein ‘Teilchen’, das sich im euklidischen RaumR3 bewegt, benutzt man
üblicherweise die Ortsdarstellung. Die Basisfunktionen sind Dirac’sche
Deltafunktionen:j~xi := �(� � ~x). Da der Energieoperator (Hamilton-
operator) für ein Teilchen keine nichtlokalen Terme enthalten kann, ist
h~yjHj~xi = H(~y)�(~y � ~x). Mit der Definition (~x) := hxj i erhalten
wir die Schrödingergleichung (station¨ar) für dieWellenfunktion (~x):

H(~x) (~x) = E (~x) ; E 2 R

Für ein Teilchen im PotentialV (~x) lautet der Hamiltonoperator in der Orts-
darstellung:

H(~x) =

�
~p 2

2m
+ V (~x)

�
; wobei ~p =

�h

i
~r
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SeienA;B zwei Operatoren aufH. Der Kommutator vonA undB ist
definiert gem¨ass:

[A;B] := AB �BA ; z.B.: [pk; xj ] =
�h

i
�kj

Der OperatorO ist eine Erhaltungsgr¨osse genau dann, wennOmitH kom-
mutiert:

d

dt
hOi	(t) � 0 , [H;O] = 0

Beispiel:H = ~p 2=2m undO := ~p. Es gilt natürlich [~p;H ] = 0, d.h.
der Erwartungswert des Impulses ist eine Erhaltungsgr¨osse. In diesem Fall
lassen sich die Eigenvektoren des Hamiltonoperators durch Eigenwerte des
Impulsoperators klassifizieren. Dies haben wir getan im letzten Kapitel!
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5.2 Quantenmechanik des Festk¨orpers

Wir betrachten einen allgemeinen Fall und nehmen deshalb an, dass eine
bestimmte Anzahl Elektronen pro Atom (Valenzelektronen) im Festk¨orper
mit denselben Elektronen der Nachbaratome ¨uberlappen. Da der Kristall
als unendlich ausgedehnt angenommen wird, sind diese Elektronen delo-
kalisiert. Im Falle eines Idealkristalls (vorausgesetzt die Struktur ist be-
kannt) werden die Rumpfelektronen periodisch ¨uber den Kristall fortge-
setzt. Jeder Atomkern zusammen mit seinen Rumpfelektronen (Ion) wird
als starres Gebilde angenommen.

Der Hamilonoperator besteht aus drei Anteilen: der Energie der Valenz-
elektronenHel, der IonenHion und der Elektron-Ionen-Wechselwirkung
Hel�ion:

H = Hel +Hion +Hel�ion

Die Terme lauten explizit:

Hel =
X
k

~p 2k
2m

+
1

2

X
k 6=k0

e2

j~rk � ~rk0j (5.1)

Hion =
X
i

~P 2
i

2M
+

1

2

X
i6=i0

Vion(~Ri � ~Ri0) (5.2)

Hel�ion =
X
k;i

Vel�ion(~rk � ~Ri) (5.3)

f~Rig sind die Positionen der Atome (Ionen) undf~rkg die der Valenz-
elektronen. Die Gleichgewichtslagen der Atome seienf~R (0)

i g. Wir separie-
ren ausHion undHel�ion die Anteile bez¨uglich der Gleichgewichtslagen:

Hion =: H (0)
ion +Hph ; Hph = Gitterschwingungsanteil

Hel�ion =: H
(0)
el�ion +Hel�ph
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Also:

H = Hel +H (0)
el�ion +H (0)

ion +Hph +Hel�ph

In der adiabatischen N¨aherung wird die Elektron-Phonon-Wechsel-
wirkung vernachl¨assigt. Das Elektron- und Ionenproblem kann dann se-
pariert werden:

H1 = Hel +H
(0)
el�ion (5.4)

H2 = H
(0)
ion +Hph (5.5)

H1 beschreibt Elektronen f¨ur ein fest vorgegebenes Gitterpotential. Die
Positionen der Ionen sind in diesem Problem fixiert (keine dynamische
Variablen) und k¨onnen als Parameter betrachtet werden.H2 beschreibt das
Gitterproblem. Die Positionen der Ionen sind hier die dynamischen Varia-
blen.

Sei	(f~rkg) eine Eigenfunktion vonH1 zum EigenwertE(f~R(0)
i g), dann

muss man den Eigenwert als Potential inH2 =: Hion dazuschlagen.

Wegen ungen¨ugender Rechnerleistung der Computer war es bis vor kur-
zem nicht m¨oglich, das durch die Gleichungen5.4 und5.5 beschriebene
Problem selbstkonsistent zu l¨osen, und dadurch die Kristallstruktur so-
wie die Bindungsenergie vorherzusagen. Als Anfangsbedingung gibt man
vernünftige Atompositionen an und beschr¨ankt sich dann auf die Be-
rechnung des elektronischen Problems. Da die Rechnerleistungen konti-
nuierlich zunehmen, werden die sogenannten‘ab-initio’-Methoden, bei de-
nen das gesamte Problem selbstkonsistent gerechnet wird, immer mehr an
Bedeutung gewinnen.

Wir nehmen im folgenden an, dass die Atompositionen bekannt sind und
wenden uns dem Elektronenproblem zu:

H1 =
X
k

�
~p 2k
2m

+ V (~rk)

�
+

1

2

X
k 6=k0

e2

j~rk � ~rk0j (5.6)
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Hierbei haben wir folgende Abk¨urzung eingef¨uhrt:

V (~rk) :=
X
i

Vel�ion(~rk � ~R
(0)
i )

Hartree Näherung

Ansatz: 	 :=  1(~r1) 2(~r2) � � � N (~rN ) mit h ij ji = �ij (5.7)

Um die Wellenfunktionen n¨aherungsweise zu ermitteln, benutzen wir die
Variationsmethode. Dazu muss man zuerst den Erwartungswert�E der
Energie berechnen:

�E = h	jHj	i =
NX
i=1

Z
d3x ?

i (~x)

�
� �h2

2m
4~x + V (~x)

�
 i(~x) (5.8)

+
1

2

X
i6=j

Z
d3x

Z
d3y

e2j i(~x)j2j j(~y)j2
j~x� ~yj

Für die Funktionen j erhält man eine Differentialgleichung, wenn das
Energiefunktional�E nach diesen Funktionen minimiert wird. Wegen der
Nebenbedingungenh jj ji = 1, ergibt das Variationsprinzip:

�

 
�E �

X
k

�kh kj ki
!

= 0 ; �k = Lagrange-Parameter

Aus dieser Gleichung folgt die Hartree Gleichung:

0
@� �h2

2m
4~x + V (~x) + e2

X
k(6=j)

Z
d3y

j k(~y)j2
j~x� ~yj

1
A j(~x) = �j j(~x) (5.9)

und zudem: �E =
NX
i=1

�j
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Die Hartree-Gleichung kann leicht interpretiert werden. Sie hat die selbe
Form wie die Schr¨odingergleichung. Man beachte aber, dass die j() nun
Quasiteilchenbeschreiben, d.h. Elektronen mit Wechselwirkung. Der Pro-
duktansatz5.7 ist der einfachst m¨ogliche Ansatz. Bei diesem Ansatz geh¨ort
zu jedem Teilchen eine Funktion , und die totale Energie ist die Sum-
me der Einteilchenenergien. Es ist erstaunlich, dass der gr¨osste Teil der
Festkörperphysik in einem solchenEinteilchenbild(Quasiteilchen) ver-
standen werden kann.

Die Gleichung5.9 ist eine nichtlineare Integrodifferentialgleichung, die im
allgemeinen nur numerisch gel¨ost werden kann.

Bis anhin haben wir dasPauli Prinzip nicht berücksichtigt. Wir nehmen
nun den Spinanteil als Koordinatesj 2 f�1g in den Wellenfunktionen
mit. Da Elektronen Fermionen sind, muss die Wellenfunktion	 antisym-
metrisch sein, wenn zwei Elektronen vertauscht werden. Dies ist erf¨ullt,
wenn	 als Produktansatz in der Form einer Slater-Determinante geschrie-
ben wird:

	 := (N !)�1=2
X
�2
N

sign(�) �(1)(~r1; s1) � � � �(N )(~rN ; sN )

Der Erwartungswert�E der Energie in diesem Zustand ist:

h	jH1j	i =
NX
i=1

Z
d3x ?

i (~x)[��h24=2m+ V (~x)] i(~x) + (5.10)

1

2

NX
i;j=1

Z
d3x

Z
d3y

e2j i(~x)j2j j(~y)j2
j~x� ~yj +

�1

2

NX
i;j=1

�si;sj

Z
d3x

Z
d3y

e2 ?
i (~x) 

?
j (~y) i(~y) j(~x)

j~x� ~yj

Die erste Zeile ist eine Summe vonEinteilchenenergienim äusseren Po-
tentialV (), wie man es f¨ur N unabhängigeElektronen erwarten w¨urde.
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Der zweite Term beschreibt die klassischeCoulombwechselwirkungder
Elektronenverteilung:

=
1

2

Z
d3x

Z
d3y

�(~x)�(~y)

j~x� ~yj ; wobei:

�(~x) := �en(~x) und n(~x) :=
NX
i=1

j i(~x)j2

Der dritte Term ist dieAustauschenergie, eine Folge der Antisymmetrie der
Wellenfunktion. Dieser Term erniedrigt die Coulombenergie f¨ur zwei Teil-
chen mit parallelen Spin. In diesem Fall sind die beiden Teilchen ununter-
scheidbar, d.h. die zugeh¨orige Wellenfunktion im Ortsraum muss beim
Vertauschen dieser beiden Elektronen antisymmetrisch sein. Dies f¨uhrt da-
zu, dass die beiden Elektronen im Mittel etwas weiter voneinander entfernt
sind, was die Coulombabstossung verringert.

Anwenden des Variationsprinzips auf das obige Energiefunktional ergibt
eine Differentialgleichung f¨ur die Funktionen j(), die Hartree-Fock-
Gleichung:

(
� �h2

2m
4~x + V (~x) + e2

NX
k=1

Z
d3y

j k(~y)j2
j~x � ~yj

)
 j(~x) (5.11)

�
NX
k=1

�sksje
2

Z
d3y

 ?
k(~y) j(~y)

~x � ~y
 k(~x) = �j j(~x)

Der spinunabh¨angige Anteil des Potentials wird alsHartree-PotentialVH
bezeichnet:

VH(~x) := e2
Z
d3y

n(~y)

j~x� ~yj
Der spinabh¨angige Anteil ist das sogenannteAustauschpotential, resp. das
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Hartree-Fock-Potential:

(UX j) (~x) =

Z
uX;j(~x; ~y) j(~y)d

3y mit uX;j := �
NX
k=1

�sk;sje
2 

?
k(~y) k(~x)

j~x� ~yj

Mit diesen Abkürzungen gilt somit:�
� �h2

2m
+ V (~x) + VH(~x) j(~x)

�
+ (UX j) (~x) = �j j(~x) (5.12)

Diese Gleichungen m¨ussen in einer ‘Selbstkonsistenzschleife’ numerisch
gerechnet werden. DernichtlokaleAustauschterm birgt dabei grosse Pro-
bleme. Es wird deshalb im allgemeinen versucht, ein geeigneteslokales
Potential für den Austausch zu finden, das dieselbe Physik enth¨alt (aber
numerisch nat¨urlich viel einfacher zu handhaben ist).
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Das Jellium Modell

(Jellium=geleeartig) Die Ladung der Ionen werden durch einekonstante
Raumladung�+ := en0 ersetzt. Hierbei istn0 die Anzahl der Elektronen
N im Grundgebiet
 dividiert durch das Volumen
: n0 := N=
.

Das durch diese Ladungsverteilung erzeugte PotentialV (~x) schreibt sich:

V (~x) = �e2
Z



d3y
n0

j~x� ~yj
Wir vernachlässigen zun¨achst den AustauschtermUX und erhalten aus der
Gleichung5.9 oder5.11:

�
� �h2

2m
4+ e2

Z



n(~y)� n0
j~x� ~yj d

3y

�
 j(~x) = �j j(~x) (5.13)

Die ebenen Wellen

 ~k(~x) =
1p


ei
~k�~x

sind selbstkonsistente L¨osungen dieser Differentialgleichung, da

n(~x) =
X
~k

j ~k(~x)j2 =
1




X
~k

1 =
N



= n0

Ausserdem gilt f¨ur die Energien:

�(~k) =
�h2~k 2

2m
; und E =

X
~k

�(~k)

Das letzte Kapitel ¨uber freie Elektronen ist exakt im Jellium-Modell.

Das Jellium-Modell f¨uhrt zum Problem freier Elektronen, die durch ebe-
ne Wellen beschrieben werden k¨onnen. Dieses Modell liefert erstaunlich
gute Näherungen f¨ur eine ganze Anzahl von Metallen wie z.B. f¨ur Al-
kalimetalle und Al.
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Beispiel: Der aus Photoemissionsspektren gewonnene Wert f¨ur die Fer-
mienergie von Natrium ist3:2 eV. Dies entspricht innerhalb von einem
Prozent dem freien Elektronenwert�h2k2F=2m. Diese genauëUbereinstim-
mung ist eigentlich erstaunlich, da das periodische Potential in der N¨ahe
der Atomkerne sehr stark ist.

Da wir den Austauschterm bis jetzt vernachl¨assigt haben, besteht nat¨urlich
die (naive) Hoffnung, dass die freie Elektronenrechnung durch Mitnahme
dieses Termes verbessert wird. Die ebenen Wellen sind auch Eigenfunktio-
nen zum Austauschpotential:

�
UX ~k

�
(~x) = �e

2




Z



(N=2)X
~q

exp(i~q � (~x � ~y))

j~x� ~yj
1p


ei
~k�~yd3y

Die Variablensubstitution~y = ~x� ~R ergibt:

�
UX ~k

�
(~x) =

1p


ei
~k�~x

8<
:�e

2




(N=2)X
~q

Z



d3R
exp(i ~R � (~q � ~k))

j~Rj

9=
;

=
1p


ei
~k�~x�X(~k)

Also

�HF
~k

=
�h2~k 2

2m
+�X(~k) (5.14)

�X beschreibt den Effekt der Austauschwechselwirkung zwischen den
Elektronenauf die Dispersionsrelationder Quasiteilchen. Die Funktion�X

kann leicht ermittelt werden (siehe z.B. Ashcroft Mermin, Chapter 17):

�X(~k) = �e
2

�
F (k=kF ) wobei: F (x) = 1 +

1 � x2

2x
ln

����1 + x

1 � x

����
Aus der Figur 5.1 ist ersichtlich, dass die durch den Austausch verursachte
Korrektur in der Dispersionsrelation enorm ist. Ausserdem besteht eine
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Hartree-Fock

Unabhängig

Fig 5.1 Dispersionsrelation f¨ur freie, unabh¨angige Elektronen verglichen mit derjenigen
in der Hartree-Fock N¨aherung.

Singularität beikF , was zu völlig falschen Werten z.B. der spezifischen
Wärme führt.

Warum ist das Resultat so schlecht? Eine der Ursachen ist das Verhalten
des Coulombpotentials, das eine unendlich lange Reichweite besitzt. Dies
ist jedoch für ein Festk¨orper im allgemeinen unphysikalisch, da der ‘See’
der Elektronen eine Ladung schon ¨uber kurze Abst¨ande vollständig ab-
schirmt. Es wäre daher sinnvoller, effektive ‘abgeschirmte’ Potentiale in
der Rechnung anstelle des klassischen Coulombpotentials zu verwenden.

Der zweite Grund f¨ur das unphysikalische Resultat liegt daran, dass die
Hartree-Fock Gleichung nurstatistischeKorrelationen ber¨ucksichtigt, die
auf den Austausch identischer Teilchen (Elektronen mit gleichem Spin)
zurückzuführen sind. Elektronen mit antiparallelem Spin sollten jedoch
auch eine Korrelation aufweisen, da auch hier eine Coulombabstossung
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besteht. Diese Korrekturterme zum Austauschterm werden in der Literatur
allgemein alsElektron-Korrelations-Termebezeichnet.

Um die unphysikalische Dispersionsrelation zu vermeiden, hat Slater vor-
geschlagen, anstelle des Fock’schen Austauschtermes ein gemitteltesloka-
lesAustauschpotential in der ‘Hamiltongleichung’ zu verwenden. Dieses
Potential ist der Mittelwert von�X(~k):

V Slater
X :=

�
4�

3
k3F

��1 Z
j~kj<kF

�X(~k)d
3k

V Slater
X = �3e2

2

�
3

�
n

�1=3

; wobei n = lokale Elektronendichte

Dies führt zur Differentialgleichung:

�
� �h2

2m
4+ V (~x) + e2

Z
d3y

n(~y)

j~x� ~yj � �V Slater
X

�
 j(~x) = �j j(~x)

(5.15)

Der Parameter� � 1 erlaubt Korrelationen global mitzuber¨ucksichti-
gen. Die Gleichung5.15 ist der Ausgangspunkt fast allerBandstruktur-
rechnungen. Man spricht von derLDA Methode (local density approxima-
tion).

EinfacheÜbungsaufgabe zu den Friedel-Oszillationen:
Betrachte ein eindimensionales Jellium Modell f¨ur ein Metall und nehme an, dass an der
Stellex = 0 ein Defekt besteht, so dass	(x = 0) � 0. Durch Kombination von je zwei
ebenen Wellen kann ein vollst¨andiger Satz von Wellenfunktionen konstruiert werden, die
der Randbedingung gen¨ugen. Die Dispersionsrelation ist identisch zu derjenigen des frei-
en Elektronengases, d.h.E(~k) = (�h~k)2=2m. Berechne nun die modifizierte Elektronen-
dichten(x). Sie sollten folgendes erhalten:

n(x) = n0

�
1 �

sin(2kFx)

2kFx

�
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Fig 5.2 Berechnete Bandstruktur f¨ur Kupfer a) im Vergleich mit der L¨osung für freie
Elektronen b).

Diese Oszillationen heissen je nach KontextFriedel-Oszillationenoder Rudermann-
Kittel-Oszillationen.
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5.3 Die verschiedenen Bindungstypen des Festk¨orpers

Quantenmechanischen Ursprungs sind diekovalente Bindung, die metal-
lische Bindung und die van der Waals Bindung. Die Ionenbindung kann
klassisch verstanden werden.

5.3.1 Die Kovalente Bindung

Diese Bindung ist typisch f¨ur die Bindung der Atome in Molek¨ulen, wes-
halb sie häufig auch als chemische Bindung bezeichnet wird. Sie kann
durch Betrachten einfacher Molek¨ule verstanden werden.

das H+
2 -Molekül

p

e−

rr*

σ

RA

p

RB

Fig 5.3Koordinaten der beiden Protonen und des Elektrons im H+

2 Molekül.

Der Hamiltonoperator f¨ur dieses Molek¨ul lautet:

H = � �h2

2m
4� e2

j~r � ~RAj
� e2

j~r � ~RBj
+

e2

j~RA � ~RBj
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Zur näherungsweisen L¨osung bieten sich Linearkombinationen von
Wellenfunktionen i des Wasserstoffatoms an:

H i =

�
� �h2

2m
4� e2

j~rj
�
 i = Ei i

Jede beliebige Funktion kann im Prinzip nach diesenf ig’s entwickelt
werden. Um den Grundzustand anzun¨ahern, ist es sinnvoll die Grund-
zustandsfunktionen des H-Atoms zu ben¨utzen. Dies ist die1s-Wellen-
funktion:

 1s(~r) = (�a3B)
�1=2 e�r=aB ;

wobei aB = 4��0�h
2=me2 (SI-Einheiten)= 0:53 Å der Bohr’sche Atom-

radius ist.

E1s = �
�
1

2

�
e2

4��0aB
(SI) = � 1Ry = � 13:6 eV:

Wir verwenden also den Ansatz

	(~r) := � A(~r) + � B(~r) ,wobei:  A;B(~r) =  1s(~r � ~RA;B) (5.16)

Diese Methode ist allgemein unter dem K¨urzelLCAO =‘linear combinati-
on of atomic orbitals’bekannt.

Beachte: das H+2 -Molekül ist invariant unter der Spiegelung� (siehe Figu-
re 5.3). Mit dem SpiegelungsoperatorP�

P� : H ) H ; (P��) (~r) = �(�(~r)) = �(~r ?)

folgt, dassH mit P� kommutiert:[H;P�] = 0. Die Eigenfunktionen von
H können dann nach solchen vonP� klassifiziert werden (Quantenzahl).
Da die Eigenwerte vonP� = �1 sind, gibt es die zwei M¨oglichkeiten:

	�(~r) = N (	A(~r)� 	B(~r)) (5.17)

Die NormierungskonstantenN� werden so gew¨ahlt, dass

(	�;	�) = 1
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konstruktive Interferenz 

Ψ+

Ψ−

A B

Fig 5.4 Die Amplitude der Wellenfunktionen	� längs der Verbindungslinie zwischen
den beiden Protonen.

Man berechnet nun die Erwartungswerte der Energien��:

��(R) := h	�jHj	�i ; R := j~RA � ~RBj

Diese funktionale Abh¨angigkeit ist eine obere Schranke f¨ur die exakt be-
rechnete Energie.

Es gilt natürlich: lim
R!1

�(R) = �1Ry

Die symmetrische Kombination f¨uhrt zu einembindenden Zustandmit der
Bindungsenergie0:13Ry� 1:8 eV (Exp.:2:8 eV).
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Fig 5.5Verlauf der Energie als Funktion des ProtonenabstandesR.

Es gibt zwei Ursachen f¨ur diese Bindung im symmetrischen Zustand	+:

A) Wegen der konstruktiven Interferenz ist die Aufenthaltswahr-
scheinlichkeit des Elektrons nicht nur gross bei den beiden Proto-
nen, sondern auch dazwischen. Dies reduziert die kinetische Ener-
gie, da

Ekin =
1

2m
(p	; p	) =

�h2

2m

Z
j~r	j2d3r

B) Die erhöhte Aufenthaltswahrscheinlichkeit zwischen den Atomen
‘schirmt’ die Proton-Proton Coulombabstossung partiell ab.
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Die kovalente Bindung kommt durch einen grossen positivenÜberlapp
von zu benachbarten Atomen geh¨orenden Atomorbitalen der Valenz-
elektronen zustande. Dies reduziert die quantenmechanische kinetische
Energie der Valenzelektronen und verringert die Coulombabstossung
zwischen den Atomkernen. Die Bindungsenergie ist proportional zum
Überlapp der Atomwellenfunktionen.

Das Wasserstoff Molekül H 2

Der Hamiltonoperator lautet nun:

H = � �h2

2m
(41 +42)�

0
@X

j=1;2

X
i=A;B

e2

j~rj � ~Rij

1
A +

e2

j~r1 � ~r2j +
e2

R

Ansatz vonHeitler-London:

	�(~r1; ~r2) = N� f	A(~r1)	B(~r2)� 	A(~r2)	B(~r1)g ; wobei:

	A;B(~r) :=  1s(~r � ~RA;B)

Beachte: Die so definierte Funktion entspricht qualitativ dem Hartree-Fock
Ansatz für die Wellenfunktion einesN -Teilchen Problems.

Für die zwei Funktionen	� bestehen die Symmetrien:

	+(~r1; ~r2) = 	+(~r2; ~r1) ; ‘symmetrisch’

	�(~r1; ~r2) = �	�(~r2; ~r1) ; ‘antisymmetrisch’

Gemäss dem Pauli Prinzip muss daher die Spinfunktion symmetrisch (anti-
symmetrisch) f¨ur 	� (	+) sein, um eine insgesammt antisymmetrische
Wellenfunktion beim Vertauschen identischer Fermionen zu erzielen. F¨ur
	+ ist der GesamtspinS = 0, währendS = 1 für 	�.
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Nun berechnet man wie beim H+2 -Molekül die Erwartungswerte der Ener-
gien:

��(R) = h	�jHj	�i

Es zeigt sich, dass auch hier die Wellenfunktionskombination, bei der ein
grosser ‘konstruktiver’̈Uberlapp zwischen den Atomwellenfunktionen be-
steht, einen bindenden Zustand liefert. Die Bindungsenergie ist n¨aherungs-
weise proportional zum Betragsquadrat desÜberlappungsintegrals�:

� :=

Z
	A(~r)	B(~r)d

3r

Genau gleich wie beim H+2 Molekül liefert die in den Ortskoordinaten sym-
metrische Kombination der Atomorbitale einbindendesMolekülorbital,
das nun mit zwei Elektronen besetzt ist.

Fig 5.6Verlauf der Energie als Funktion des Protonenabstandes f¨ur das H2-Molekül.
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Allgemein halten wir folgendes fest:

Die symmetrische und antisymmetrische Kombination zweier Atomor-
bitale führt zu einembindendenundantibindendenMolekülorbital. Die-
se sogenanntekovalenteBindung wird auchElektronenpaarbindungge-
nannt, wenn das Molek¨ulorbital mit zwei Elektronen (SpinS = 0) be-
setzt ist. Die Bindungsenergie ist maximal, wenn derÜberlapp der Ato-
morbitale möglichst gross ist.

Gibt es im Molekül pro bindendem Molek¨ulorbital mehr als zwei Elektro-
nen, besetzen die restlichen Valenzelektronen auch antibindende Orbitale
(dies erniedrigt nat¨urlich die Bindungsenergie), z.B. O2.

Bis jetzt haben wir nur den̈Uberlapp von zwei identischen Atomwellen-
funktionen betrachtet. Im allgemeinen kann derÜberlapp erh¨oht werden,
wenn man von Kombinationen von Atomorbitalen ausgeht. Man spricht
vonHybridisierung

Wir betrachten als Beispiel die Si Struktur. Sie ist kubisch fl¨achenzentriert
und besitzt eine zweiatomige Basis mit den Koordinaten(0; 0; 0) und
(1=4; 1=4; 1=4), siehe Figur 5.7.

Jedes Siliziumatom sitzt im Zentrum eines regul¨aren Tetraeders, der durch
die vier Nachbaratome gebildet wird. Die atomare Konfiguration von Si
ist [Ne] 3s2 3p2, d.h. es existieren vier Valenzelektronen, genau gleich
viele wie nächste Nachbarn. Paare n¨achster Nachbarn bilden nun durch
Überlappung geeigneter Wellenfunktionen je eine kovalente Bindung, die
zweifach besetzt ist, d.h. eine Elektronenpaarbindung. Die Bindungs-
achsen liegen in den vier ¨aquivalenten(1 1 1) Richtungen, siehe Figur 5.8.
Da jedes der Si Atome ¨aquivalent ist, m¨ussen die Bindungen f¨ur alle vier
Nachbaratome identisch sein. In der LCAO-N¨aherung besteht die Aufga-
be nun darin, geeignete Wellenfunktionen aus den3s und3p Zustände zu
konstruieren, die zu einem m¨oglichst grossen̈Uberlapp führen.
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a

l

Fig 5.7Si Kristallstruktur.

Die Atomorbitale sind von der Form:

j3si = Polynom(r) � exp(�Zr=3aB )
j3p0i = Polynom(r) � exp(�Zr=3aB ) (z) für m = 0

j3p�1i = Polynom(r) � exp(�Zr=3aB ) (x� iy)) für m = �1

Wir benutzen nun gerichtetep-Wellenfunktionen:

jpzi := j3p0i (5.18)

jpxi :=
1p
2
(j3p+1i + j3p�1i) (5.19)

jpyi :=
1

i
p
2
(j3p+1i � j3p�1i) (5.20)

Die drei Funktionen sind Eigenfunktionen von~L 2 aber nicht mehr von
Lz mit Ausnahme der Funktionjpzi. Da Spin 1 Wellenfunktionen sich
wie Vektoren transformieren, verhalten sich die drei in Gleichung5.20 be-
schrieben Funktionen wie die Komponenten eines Vektors.
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(1,-1,-1)

(-1,-1,1)

(-1,1,-1)

(1,1,1)

x

y

z

Fig 5.8Si Kristallstruktur.

Wir benötigen nun Orbitale, die in die(1; 1; 1) Richtung weisen:

jp1i :=
1p
3
(jpxi+ jpyi + jpzi) für [111] (5.21)

jp2i :=
1p
3
(jpxi � jpyi � jpzi) für [1�1�1] (5.22)

jp3i :=
1p
3
(�jpxi + jpyi � jpzi) für [�11�1] (5.23)

jp4i :=
1p
3
(�jpxi � jpyi+ jpzi) für [�1�11] (5.24)

Im Bild Fig. 5.9 ist die Funktionjp1i dargestellt. Diese Wellenfunktion
wird zu einem relativ starken̈Uberlapp zwischen den Orbitalen der Atome
A und B führen. Die ‘negative’ Keule desjp1i Orbitals zeigt hingegen
noch ins Leere. Dies l¨asst sich durch Hybridisierung mit demj3si-Orbital
vermeiden.

Hybridzustand f¨ur ein Valenzelektron von Si in die(111)-Richtung:
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Fig 5.9Die Wellenfunktionjp1i.

j	1i := 1

2
(j3si+ jpxi+ jpyi+ jpzi)

Beachte: Dieser Zustand ist nicht mehr Eigenzustand zum Hamilton-
operator des isolierten Si Atoms, denn die EnergieEs für dens-Zustand ist
kleiner als die EnergieEp desp-Zustandes. Die Konstruktion der Wellen-
funktion	1 (des Hybridzustandes) ‘kostet’ Energie. Der Erwartungswert
der Energie f¨ur die3s2 3p2-Konfiguration des Atoms ist:

�E =
1

2
Es +

1

2
Ep

Für den Hybridzustand gilt jedoch:

�EH =
1

4
Es +

3

4
Ep > �E

Die Überlappung mit der Wellenfunktion des Nachbaratoms ergibt bei
gleichem Vorzeichen ein Molek¨ulorbital, das doppelt besetzt zu einer
Energieerniedrigung f¨uhrt. Diese Energieabnahme muss gr¨osser als die zur
Hybridisierung aufgewendete Arbeit sein, um einen bindenden Zustand zu
erhalten.
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σ  antibindend

σ  bindend

Fig 5.10Hybridisierung und Energieschema.

Die Bindungsenergie f¨ur Si beläuft sich auf4:64 eV und die für Diamant
auf7:36 eV pro Atom.

Die kovalente Bindung ist starkgerichtet, weshalb die Raumf¨ullung im
allgemeinen gering ist (spez. Masse ist gering).
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5.3.2 Die Metallische Bindung

Der Ausgangspunkt zur Berechnung metallischer Systeme bildet die
Differentialgleichung vonSlater, Gleichung5.15. Da diese nur nume-
risch gelöst werden kann, m¨ussen wir uns auf qualitative Argumente be-
schränken.

Die Valenzelektronen sind nun ¨uber den ganzen Festk¨orper delokalisiert.
Diese starke Ausbreitung der Wellenfunktionen erniedrigt die totale kineti-
sche Energie betr¨achtlich. Für das freie Fermi Gas gilt:Ekin = 3EF=5. Wir
vergleichen dies mit dem Wasserstoffatom. Das Elektron im H-Atom ist lo-
kalisiert auf ein Gebiet der DimensionaB (Bohr’scher Atomradius). Aus
der Unsch¨arferelation�p�x � �h ergibt sich ein quantenmechanischer
kinetischer Energiebeitrag von der Gr¨ossenordnung

1

2m
(�p)2 = �h2=(2ma2B) = 1Ry = 13:5 eV:

Dieser Energiebeitrag, der mit zunehmender Lokalisierung schnell
anwächst, sorgt daf¨ur, dass das H-Atom stabil ist. Der Energiebeitrag
von� 13 eV pro Atom ist deutlich gr¨osser als typische Werte f¨ur 3EF=5
(EF � 5 eV).

Anstatt von der Slater Gleichung auszugehen, k¨onnten wir versuchen, das
viel einfachere Jellium Modell zur Berechnung der Bindungsenergie anzu-
wenden. In diesem Modell (ohne Austauschwechselwirkung) kompensiert
die Elektron-Elektron-WW gerade die Elektron-Ion-WW. Die Energie-
eigenwerte sind�(~k) = (�h~k)2=2m > 0! Die positive totale Energie
E =

P
�(~k) besagt, dass es keinebindendenZustände im Jellium Modell

gibt! Dieses Modell kann deshalb die Bindungsenergie nicht vorhersagen.
Der Austauschterm�X ist zwar in der Lage, die totale Energie negativ
werden zu lassen. Da er aber zu anderen physikalischen Problemen f¨uhrt,
wollen wir ihn besser weglassen.

Aus numerischen Rechnungen folgt, dass die Elektron-Elektron-WW im
allgemeinen deutlich kleiner als die negative Elektron-Ion-WW ist. Die
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Bindungsenergie metallischer System wird in erster N¨aherung durch die
positivekinetische Energieund durch dienegative Elektron-Ion WWbe-
stimmt. Die Austauschenergie und die Elektron-Elektron-WW ergeben
Korrekturen.

Abschätzung der Bindungsenergie

Wir betrachten ein Valenzelektron pro Atom und nehmen an, dass dieses
homogen ¨uber eine Kugel mit Radiusr0 := n�1=3 ausgeschmiert ist. Im
Zentrum der Kugel befindet sich das Ion. Wir k¨onnen uns diese Kugel pe-
riodisch fortgesetzt denken.

Die Coulombenergie zwischen Elektron und Ion ergibt sich zu:

WEI = �
Z

e�(~r)

4��0r
d3r = �

Z r0

0

e2

4��0r
� 1

4�r30=3
� 4�r2dr

WEI =

� �e2
8��0aB

�
3
aB
r0

= � 1Ry

�
3
aB
r0

�

Für die kinetische Energie folgt:

Ekin =
3

5
EF =

3

5

(�hkF )
2

2m
; mit kF = (3�2n)1=3 folgt:

=
3

5

�h2

2m
(3�2)2=3

1

a2B

�
aB
r0

�2

= 1Ry

�
3

5
(3�2)2=3

��
aB
r0

�2 �
aB =

4��0�h
2

me2

�

Zusammengefasst folgt f¨ur die totale Energie

E = 1Ry

�
aB
r0

��
�3 + 5:74

�
aB
r0

��
(5.25)
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Diese Energie ist negativ (entspricht der Bindungsenergie), fallsr0 nicht
zu klein ist:

r0 >
� 2aB oder: n0 <

�
1

8a3B
(5.26)

Zwei Beispiele:

Kalium ist bcc mit a = 5:22 Å ! r0 = 4:1 Å. Daraus ergibt sich
�E(K) = 3:9 eV. Experimentell:�E(K) = 0:93 eV.

Natrium ist auch bcc mita = 4:22 Å! r0 = 3:35 Å. Daraus ergibt sich
�E(Na) = 4:47 eV. Experimentell:�E(Na) = 1:11 eV.

Die Übereinstimmung ist nicht besonders gut. Der Grund liegt in der
Vernachlässigung des Ionenproblems. Zur Erinnerung: die Jellium- oder
Slater-Gleichung behandelt nur das Elektronenproblem. Zur totalen Ener-
gie muss die Ion-Ion-WW noch mitgenommen werden. Dies ergibt einen
zusätzlichen positiven Beitrag.

Die experimentellen Werte f¨ur die IonisierungsenergieI für die beiden
Alkalimetalle sind:I(K) = 4:34 eV und I(Na) = 5:14 eV. Dies stimmt
viel besser mit der obigen Absch¨atzungüberein.

Wir halten allgemein fest: Die totale Energie, die sich aus der Berech-
nung des Elektronenproblems ergibt, ist eine gute N¨aherung f¨ur die
Ionisierungsenergie.

Mott’scher Metall-Isolator Übergang

Wir betrachten die Reaktion eines freien Fermigases der Dichten0 auf
eine externe elektrostatische St¨orung, und zwar auf eine zus¨atzlich am
Orte ~r = 0 angebrachte positive Punktladunge. In die Umgebung die-
ser Punktladung wird ein̈Uberschuss von Elektronen hingezogen, der die
Punktladung und das elektrische Potential ¨uber eine bestimmte L¨ange voll-
ständig abschirmt.
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Fig 5.11Einfluss eines lokalen St¨orpotentials� auf das Fermigas.

Der Elektronen¨uberschuss sei�n := n(~r) � n0 > 0. Das elektrische Po-
tential� ist nach unserer Konvention negativ. Gem¨ass Figure 5.11 gilt ap-
proximativ:

�n(~r) = ��(EF ) � e� wobei �(EF ) die Zustandsdichte ist

Wir müssen die Poisson Gleichung selbstkonsistent l¨osen:

�04� = e (�(~r) + �(EF )e�)

Definition: ��2TF :=
�
e2�(EF )=�0

�
(5.27)

Die ist die sogenannteThomas-Fermi Abschirml¨angedes Elektronengases
(für gute Metalle� 1 Å) Mit dieser Abkürzung erhalten wir:

4��
�
1

�

�2

� = 0 ; ~r 6= 0

Dies ist die Helmholtz Gleichung f¨ur eine ‘imaginäre’ Wellenlänge, siehe
Gleichung 2.8. Die L¨osung unseres Problem lautet nun:

�(~r) = � e

4��0r
e�r=�TF (5.28)
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Anstelle des gew¨ohnlichen Coulombpotentials�e=(4��r) haben wir nun
ein sogenanntes abgeschirmtes Potential�, das eineendliche(sehr kurze)
Reichweite besitzt.

Fig 5.12Das durch ein Fermi Gas abgeschirmtes Coulombpotential einer positiven Punkt-
ladunge am Orte0.

Aus �(EF ) =
3

2

n

EF
und EF =

�h2

2m

�
3�2n

�2=3
folgt:

��2TF =
me2(3�2n)1=3

�h2�2�0

=
4

�
(3�2)1=3

�
n

a3B

�1=3



5 ENERGIEN UND CHEMISCHE BINDUNGEN DES FESTK̈ORPERS 5.32

�TF � 1

2

�
a3B
n

�1=6

(5.29)

Bedingung nach Mott:

Ein Material ist metallisch, wenn sich ein gebundener Zustand im abge-
schirmten Potential aufgrund der zu starken Lokalisationnicht bilden kann,
d.h. �TF <

� aB . Hieraus ergibt sich f¨ur die Konzentrationn0 der Valenz-
elektronen:

n0 >
�

1

(4aB)3
(5.30)

Zusammen mit der Gleichung5.26 ergibt sich f¨ur r0 := n
�1=3
0 :

2aB <
� r0 <

� 4aB (5.31)
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5.3.3 Die Ionenbindung

Klassische Beispiele sind die Alkalihalogenide, z.B. NaCl (fcc) oder CsCl
(kubisch). Bei der Bindung erfolgt ein vollst¨andiger Elektronentransfer
vom Alkaliatom zum Halogen, so dass als Einheit das Ionenpaar Na+Cl�

vorliegt. Die Ionen sind in erster Ordnung kugelsymmetrisch, da die
Elektronenkonfiguration einer Edelgaskonfiguration entspricht. Die ¨aus-
serste Elektronenschale ist also vollst¨andig besetzt. Zum Beispiel: Na+ �
[Ne], F� � [Ne] und Cl� � [Ar]. Aus diesem Grund ist es m¨oglich ein
Kugelmodell zu benutzen, um die m¨ogliche Struktur ausgehend von einem
effektiven Ionenradiusr� vorherzusagen. Beispiele:r+(Na+)= 0:95 Å,
r+(Rb+)= 1:48 Å, r+(Cs+)= 1:69 Å und r�(Cl�)= 1:81 Å. Da die Bin-
dung durch die Anziehung zwischen Anion und Kation zustande kommt,
legt man als Bedingung fest, dass sich die Ionen unterschiedlicher Polarit¨at
berühren sollen. Hierzu wollen wir die drei wichtigsten Strukturvertretern
von Ionenkristallen betrachten:

Im kubischenKristall (mit zweiatomiger Basis) betrachtet man einen
(110)-Schnitt durch die Einheitszelle, siehe Figure 5.13.

AAAAA
AAAAA
AAAAA
AAAAA

a

a 2

r+

r−

+

-

- -

-

Fig 5.13Zum Kugelmodell der Ionenbindung im kubischen Kristall. Schnitt parallel zur
(110)-Fläche.

Aus den beiden Bedingungen:2r� + 2r+ =
p
3a und2r� � a folgt:

r+=r� �
p
3 � 1 = 0:732 (kubisch)
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Für den fcc Kristall betrachten wir die Struktur parallel zur (100)-Ebene,
Figure 5.14.

r+
-

AAA
AAA
AAA

AAAA
AAAA
AAAA

AAAA
AAAA
AAAA

AAA
AAA
AAA

AAA
AAA
AAA

- -

-

+

+

+ +

+

r−

a
2

Fig 5.14Zum Kugelmodell der Ionenbindung im fcc Kristall. Schnitt parallel zur (100)
Fläche.

Aus den beiden Bedingungen:2r� + 2r+ = a=2 und2r� � a
p
2=4 folgt:

r+=r� �
p
2� 1 = 0:414 (fcc)

Analog ergibt sich f¨ur die ZnS-Struktur die Bedingung (Übungen):

r+=r� �
p
3=2 = 0:225 (fcc)

Beispiele:

Zn2+(0:74 Å)S2�(1:84 Å) ) r+=r� = 0:40 ) ‘Zinkblende Struktur’
Na+(0:95 Å)Cl�(1:81 Å) ) r+=r� = 0:525 ) fcc Struktur
Rb+(1:48 Å)Cl�(1:81 Å) ) r+=r� = 0:818 ) kubische Struktur
Cs+(1:69 Å)Cl�(1:81 Å) ) r+=r� = 0:94 ) kubische Struktur

Die Bindungsenergie ist rein elektromagnetischer Natur und kann durch
Summation der Coulombenergien ermittelt werden. Kommen zwei Ionen
einander jedoch zu nahe, so dass besetzte Wellenfunktionen ¨uberlappen,
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Fig 5.15Kugelmodell für NaCl im Falle der kubischen und der fcc Struktur.

erfolgt eine Abstossung, die ph¨anomenologisch zum Beispiel wie folgt
modelliert werden kann:

Ur = Nzae�R=b

Hierin istz die Anzahl nächster Nachbarn,N die Anzahl der Ionenpaare im
Kristall,R der Abstand zwischen n¨achsten Nachbarn unda; b Konstanten.

Die anziehende Wechselwirkung ergibt sich wie gesagt durch Summation.
Wir nehmen an, dass die Ionen nur einfach geladen sind:

Ua =
1

2

X
i6=j

� �e2
4��0j~ri � ~rjj

�
=

1

2

X
i

8<
:e2

X
j(6=i)

�1
4��0j~ri � ~rjj

9=
;

=
1

2

X
i

Ui = NUi ;

daUi unabhängig vom Index ist. Das positive Vorzeichen gilt f¨ur gleich-
artige Ladungen. F¨ur die Abstände zwischen Ionen definieren wir:pijR :=
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j~ri � ~rjj. Also:

Ui =
X
j(6=i)

�e2
4��0Rpij

=
e2

4��0R

X
j(6=i)

�1
pij

Die letzte Summe wirdMadelung’sche Zahl� genannt:

� := �
X
j(6=i)

��1
pij

�
Madelung’sche Zahl (5.32)

Mit dieser Abkürzung ergibt sich f¨ur die totale EnergieUtot = Ur + Ua:

Utot = N

�
zae�R=b � �

e2

4��0R

�
(5.33)

Die Reihe in der Gleichung5.32 konvergiert nur bedingt. Um eine schnelle
Konvergenz zu erreichen, kommt es darauf an, wie die einzelnen Summan-
den addiert werden. Bis jetzt haben wir Oberfl¨acheneffekte nicht mitbe-
rücksichtigt. Diese spielen beim Aufsummieren eine wichtige Rolle. Man
kann den K¨orper so unterteilen, dass er ein resultierendes Dipolmoment
besitzt oder nicht. Der Unterschied in der Energie entspricht der Coulomb-
energie des elektrischen Feldes im Aussenraum, das durch die Polarisation
~P erzeugt wird.

Evjen hat eine einfache Methode angegeben, um die Madelung’sche Zahl
leicht auszurechnen. Die Vorschrift besteht darin, bei jedem Summations-
schritt dafür zu sorgen, dass das Gebiet ungeladen ist und kein resultieren-
des Dipolmoment aufweist. Man beginnt bei einem beliebigen Zentralion.
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Fig 5.16Das Verhalten der totalen potentiellen Energie.

Um dieses legt man BereicheB1 � B2 � B3 � � � . Die Ionen am Rand
dieser Bereiche werden nur anteilm¨assig mitgerechnet.

Beispiel für die lineare Kette

a

B1
B2
B3

Fig 5.17 Lineare Kette eines eindimensionalen Ionenkristalls. Die BereicheB1, B2,
B3 � � � sind angegeben.
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Für dieses Beispiel ergibt sich:

�1 = 1=2 + 1=2 = 1

�2 = �1 + 1=2 + 1=2 � 1=4 � 1=4 = 3=2 = 1:5

�3 = �2 � 1=4 � 1=4 + 1=6 + 1=6 = 4=3 = 1:33

Allgemein ergibt sich:

� = 2
1X
k

(�1)k+1 1
k
= 2log2 = 1:39

Die Summation nach Evjen liefert bereits nach dem dritten Summations-
schritt eine sehr gute N¨aherung (gute Konvergenz).

Übung: Berechne f¨ur eine zweidimensionale NaCl Struktur�i; i = 1 � � � 3.
Der Sollwert�1 = 1:6155

Für die drei häufigsten Vertreter ionischer Kristalle lautet die Made-
lung’sche Zahl:

CsCl-Struktur NaCl-Struktur ZnS-Struktur
� 1:762 1:747 1:638

Mit Hilfe von � und der Ionenradien l¨asst sich der attraktive Anteil der
Bindungsenergie (die Coulombenergie) leicht berechnen.

Übung: NaCl ist fcc mitr+ = 0:95 Å und r� = 1:81 Å. Daraus folgt:
R = 2:76 Å und für die Energie

�� e2

4��0R
= �� e2

8��0aB
� 2aB
R

= (�1Ry)� 0:671 = 9 eV

Bindungsenergien der Ionenkristalle sind typisch im Bereich5� 10 eV.
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5.3.4 Die van der Waals Bindung

Dies ist die schw¨achste Form der Bindung in Festk¨orpern. Sie liefert den
Hauptbeitrag bei Edelgaskristallen und Molek¨ulkristallen, z.B. bei Ar-
gon oder bei einem Kristall, der durch Alkane (CnH2n+2) gebildet wird.
Die atomare- oder molekulare Einheit besitzt keine freien Bindungen. Bei
Edelgaskristallen ist die ‘Schale’ dern-ten Generation vollst¨andig besetzt.
Bei einem Molek¨ulkristall sind alle Orbitale der Molek¨ule doppelt be-
setzt. Es w¨are nun noch m¨oglich, dass jedes dieser Molek¨ule ein perma-
nentes elektrisches Dipolmoment aufweist. In diesem Fall ergibt sich ei-
ne attraktive Dipol-Dipol-Wechselwirkung, die proportional zur�3 ist (r
ist der Abstand von benachbarten Molek¨ulen). Falls aber kein permanen-
tes Dipolmoment auftritt, besteht dennoch die M¨oglichkeit einer attrakti-
ven Dipol-Dipol-WW mit einerr�6 Abstandsabh¨angigkeit. Diese sogen-
antevan der Waals Wechselwirkungensteht durch spontane Fluktuationen
des Dipolmomentes. Sie liefert einen Beitrag zur Bindungsenergie f¨ur alle
Bindungstypen. Da aber die Bindungsenergien f¨ur die kovalente, metal-
lische und ionische Bindung viel gr¨osser sind, kann der van der Waals
Beitrag in diesen F¨allen vernachl¨assigt werden.

Annahme: Die Fluktuationen der Elektronenverteilung eines Atoms am
Ort ~r = 0 und zur Zeitt = 0 führen zum elektrischen Dipolmoment~p1.
Dieser Dipol erzeugt ein elektrisches Potential�1:

�1(~r) = �~p1 � ~r
r3

Ein benachbartes Atom sp¨urt das von~p1 ausgehende Feld, weshalb in die-
sem ein Dipolmoment~p2 induziert wird:

~p2(~r) = �~E1 = ��~r�1 ; wobei � = elekt. Polarisierbarkeit

Die potentielle Energie f¨ur ~p2 im Potential�1 lautet:

U = �~p2 � ~E1 = ��
�
~E1

�2
= ��

�
~r�1

�2



5 ENERGIEN UND CHEMISCHE BINDUNGEN DES FESTK̈ORPERS 5.40

Die durch spontane Fluktuationen induzierte Dipol-Dipol-WW ist also at-
traktiv (negativer Beitrag zuU ).

~E1 = �r�1 = ~p1r
3 � 3r~r(~p1 � ~r)

r6
)

U = �� 1

r12
�
r6(~p1)

2 + 3r4(~p1 � ~r)2
	

Das Dipolmoment~p1 fluktuiert zufällig so, dassh~p1(t)i = 0, aberh~p1(t) 2i
= h~p 2i 6= 0. Daraus ergibt sich:h~p1(t)�~r i = 0 undh(~p1(t)�~r)2i= 1

2r
2hp2i,

)

U = �
5

2

hp2i
R6

; R := r : Abstand zweier Atome

Einfaches QM Modell zur Erkl ärung der van der Waals Kraft.

Wir betrachten das in Figure 5.18 skizzierte eindimensionale Modell. Die

+ - + -

f f

x1 x2

R

M Mm m

(M>>m)

x

Fig 5.18Quantenmechanisches Modell zur Erkl¨arung der van der Waals Kraft.

zwei Atome werden als einfache harmonische Oszillatoren beschrieben.
Das positive Ion steht fest im Raum, da seine Masse viel gr¨osser als die der
negativen kompensierenden Ladungen ist. Die Dipolmomente der beiden
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Atome lautenp1 = �ex1 undp2 = �ex2, wobei wir angenommen haben,
dass die Ladung gleiche ist. Für die beiden Atome gilt jeweilshp1;2(t)i =
0.

Wir benötigen nun das WechselwirkunspotentialU12 für zwei Dipole:

U12 = ~p1 � r�2 = 1

R3
f~p1 � ~p2 � 2(~p1 � ~eR)(~p2 � ~eR)g

= �2e2

R3
x1x2 (~eR = ~R=R) (5.34)

Der Hamiltonoperator f¨ur die beiden harmonischen Oszillatoren lautet:

H =
1

2m
(p21 + p22) +

f

2
(x21 + x22)�

2e2

R3
x1x2

DurchÜbergang zu Normalkoordinaten kann die Gleichung in zwei unab-
hängige Anteile separiert werden. Die Normalkoordinaten sind:

xs :=
1p
2
(x1 + x2) xa :=

1p
2
(x1 � x2)

Es zeigt sich, dass der Hamiltonoperator in zwei harmonische Oszillatoren
separiert werden kann, die nun zwei verschiedene Eigenfrequenzen!s und
!a haben. Die Energieeigenwerte der Schr¨odingergleichung lauten nun:

E = �h!s

�
1

2
+ ns

�
+ �h!a

�
1

2
+ na

�
(5.35)

Für die Frequenzen ergibt sich:

!2s;a = !20

�
1 � 2e2

fR3

�
) !s < !0 < !s

Die Entwicklung der Gleichung5.35 nach dem ‘kleinen’ Parameter� :=
e2=(fR3) ergibt:

E(ns; na) ' �h!0

�
(1 + ns + na) + �(na � ns)� 1

2
�2(1 + ns + na)

�
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Dies ist zu vergleichen mit den Energieeigenwerten f¨ur zwei ungekoppelte
Oszillatoren:

E0(n1; n2) = �h!0 (1 + n1 + n2)

Die Entartung der Zust¨ande wird durch die Coulombwechselwirkung
aufgehoben (siehe Figur 5.19). Insbesondere gilt f¨ur den Grundzustand

1

2

3 2βhω0

1
2

β 2hω0

E
hν0

Fig 5.19Aufspaltung der Energieeigenwerte f¨ur zwei gekoppelte harmonische Oszillato-
ren.

E0(0; 0) = �h!0 undE(0; 0) = �h!0(1 � �2=2), d.h. die Wechselwirkung
erniedrigt die Energie und ist somit attraktiv.

Die mittlere Energiereduktion ist:

�1

2
�h!0

�
e4

f2R6

�
/ R�6
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Das Potential nach Lennard Jones

Die anziehende Wechselwirkung f¨ur zwei Atome im Abstandr ist pro-
portional zur�6. Die Abstossung, die sich bei zu starker Ann¨aherung ein-
stellt wird hier nicht durch ein exponentielles, sondern durch ein Potential
/ r�12 beschrieben:

U := 4�
�
(�=r)12 � (�=r)6

�
(5.36)

Fig 5.20Das Lennard Jones Potential.

Für einen Kristall m¨ussen wir nun die Paarpotentiale f¨ur alle Paare auf-
summieren:

Upot =
1

2

X
i6=j

Uij =
1

2

X
i

0
@X

j(6=i)

Uij

1
A =

1

2
N
X
j�1

U0j

= 2�N
X
j�1

�
(�=rj)

12 � (�=rj)
6
	

Setzerj = j~rjj =: pjR, wobeiR der Abstand der n¨achsten Nachbarn ist.
Für das totale Potential ergibt sich nun:

Upot = 2�N

�
A12

� �
R

�12
� A6

��
R

�6�
(5.37)
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Die KonstantenA12 undA6 sind von der Struktur abh¨angig:

A12 :=
X
j�1

�
1

pj

�12

= 12; 13 für fcc

A6 :=
X
j�1

�
1

pj

�6

= 14; 45 für fcc

Der mittlere Abstand der Atome beiT = 0, der Gleichgewichtsabstand,
erhält man aus der Bedingung:

@Upot

@R

����
R=R0

= 0 ) R0=� = 1:09 (für fcc); und

Upot(R0) = 8:6�N

Diese Gleichung liefert eine Bedingung an die beiden unbekannten Para-
meter� und �. Eine zweite Gleichung ergibt sich aus der experimentell
zugänglichen isothermen Kompressibilit¨at.

Da auch bei TemperaturT = 0 das Gitter Schwingungen ausf¨uhrt (Null-
punktsenergieder Phononen) muss dieser Energiebeitrag von dem nega-
tiven Potential subtrahiert werden, um die korrekte Bindungsenergie zu
erhalten. Dieser oszillatorische Anteil kann am einfachsten im Debye Mo-
dell abgesch¨atzt werden und ergibt sich zu:

Uosz =
9

8
N�h!D

Die Bindungsenergie pro Atom (in diesem Fall die Sublimationsw¨arme)
lautet nun:

UB = 8:6 � � 9

8
k�D (5.38)
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Der attraktive Anteil ist typischerweise von der Gr¨ossenordnung0:1 eV,
der Phononenanteil0:01 eV.


