5. Energien und Bindungen 5.0
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5 ENERGIEN UND CHEMISCHE BINDUNGEN DES FESTBRPERS 5.1

5 Energien und chemische Bindungen des Fesbkpers

Die chemische Bindung beruht auf der elektromagnetischen Wechsel-
wirkung der Valenzelektronen. Ist die Zahl deaamsten Nachbaratome
gleich der Anzahl der Valenzelektronen, ssdt sich die Bindung durch

ein Paar von Elektronen beschreiben, deren Aufenthaltswahrscheinlich-
keit zwischen benachbarten Atomen gross ist. Dies ist die lsmglen-

te Bindung Kristalle bestehend aus Atomen mit stark unterschiedlicher
Elektronennegativitt konnen eindonenbindungeingehen. Die Elektro-
nen sind dann lokalisiertam Ort der jeweiligen Atome. Im Fallerdetal-
lischen Bindungyibt es delokalisierte Elektronen, die mit mehreren Ato-
men wechselwirken (respektive mit dem ganzen Kristall). Weitere sehr viel
schwachere Bindungsformen sind dian der Waals-Bindungnd dieWas-
serstoffbrickenbindung

Unter derBindungsenergigersteht man die Arbeit, die aufgewendet wer-
den muss, um den Kristall in seine Bestandteile zu zerlegen. Die Bestand-
teile sind wie folgt definiert: Einen MolekKristall zerlegt man in Mo-
lekile, einen lonenkristall in seine lonen und einen ‘Atomkristall’ in seine
Atome.

Die Definition flir den lonenkristall ist etwas willklich, da viele
Festlorper partiell ionische Bindungen besitzen. Universellarenés, den
Korper in neutrale Atombestandteile zu zerlegen.

Man beachte, dass die quantenmechanische Nullpunktsenergie die Bin-
dungsenergie reduziert.

Um die Bindungsenergie zu berechnen, muss im allgemeinen der Grundzu-
stand eines quantenmechanischen \dgbleiproblems gekt werden. Dies

ist schwierig und auch mit schnellen Computern zeitaufwendig. @witht”

ge lonenkristalle bilden eine Ausnahme. Esugni guter Niherung, nur

das ionisierte Atom quantenmechanisch zu behandeln und die elektrostati-
sche Wechselwirkung klassisch zu ermitteln.
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Bei einem Edelgaskristall, der nur durch van der Waaksfterzusammen-
gehalten wird, gemgt es diese Kafte paarweis aufzusummieren.

5.1 Repetitorium Quantenmechanik

In der Quantenmechanik wird der Phasenraums der klassischen Mechanik
durch einen Hilbertraur ersetyt. Ein physikalischer Zustand zur Zeit
wird durch ein Elemen¥(¢) € H beschrieben, das auf eins normiert ist.

Die zeitliche Entwicklung des Zustandes gewinnt man aus St#mo-
dingergleichung

0, U = HU . wobei H = H' (selbstadjungiert)

H ist der Hamiltonoperato#l : H — H.
DaH = H' bleibt die Norm von¥(¢) erhalten:

T = (T(t), (1) = [[T(0)]* =: 1
(Betrachte daza, (¥ (t), ¥(t))!)
Zu jeder Messgrsse (Observablen) gibt es einen Operdlor H — H,

der selbstadjungiert (hermitesch) ist. Der Messwei®zm Zustand¥ ist
gegeben durch:

(0) = (T,00) € R
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Der Hamiltonoperator ist die Observable der Energie.
Falls H(t) = H(0),Vvt, folgt durch einen Separationsansdizt) =
Yexp(iEt/h) o

Hy =FEvy: FE € R (Eigenwertproblem)

Da die Operatoren hermitesch sind, ist es zweassig die Bra-Ket-
Notation tir das Skalarprodukt zu verwenden, d.h.

(0|Ol¢) = (6, 0v)

Um eine konkrete Darstellung zu erhalten, bggén wir einen vollsindi-

gen Satz von orthonormierten Basisfunktionen #6nSei{¢;} ein sol-

ches Basissystem. Wir betrachten die Projektionen (Koordinatenabschnit-
te) beziglich dieser Basis:

> " (or|H|o;) (65]0) = E (64])

J

Fur ein ‘Teilchen’, das sich im euklidischen Radrm bewegt, benutzt man
ublicherweise die Ortsdarstellung. Die Basisfunktionen sind Dirac’sche
Deltafunktionen:|?) := (- & &). Da der Energieoperator (Hamilton-
operator) &ir ein Teilchen keine nichtlokalen Terme enthalten kann, ist
(J|H|Z) = H(¥)o(y < &). Mit der Definition (%) := (z|¢) erhalten

wir die Schodingergleichung (stati@m) fir die Wellenfunktion)(%):

H(i))(7) = Ey(7), Ee€eR

Fir ein Teilchenim Potentidl () lautet der Hamiltonoperator in der Orts-
darstellung:

P’ he

H(%) = (— + V(f)) , wobei = -V

2m )
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SeienA, B zwei Operatoren auf{. Der Kommutator von4 und B ist
definiert genass:

h
[A,B]:= AB<BA, z.B.: [p,xj] = 75@.

Der Operatop ist eine Erhaltungsgisse genau dann, wethmit H kom-
mutiert:

Oy =0 & [HO]=0

Beispiel: H = p?/2m und O := p. Es gilt natitlich [, H] = 0, d.h.

der Erwartungswert des Impulses ist eine Erhaltungsgg.’In diesem Fall
lassen sich die Eigenvektoren des Hamiltonoperators durch Eigenwerte des
Impulsoperators klassifizieren. Dies haben wir getan im letzten Kapitel!
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5.2 Quantenmechanik des Festirpers

Wir betrachten einen allgemeinen Fall und nehmen deshalb an, dass eine
bestimmte Anzahl Elektronen pro Atom (Valenzelektronen) im Fegpibr

mit denselben Elektronen der Nachbaratamerlappen. Da der Kristall

als unendlich ausgedehnt angenommen wird, sind diese Elektronen delo-
kalisiert. Im Falle eines Idealkristalls (vorausgesetzt die Struktur ist be-
kannt) werden die Rumpfelektronen periodisdiei den Kristall fortge-
setzt. Jeder Atomkern zusammen mit seinen Rumpfelektronen (lon) wird
als starres Gebilde angenommen.

Der Hamilonoperator besteht aus drei Anteilen: der Energie der Valenz-
elektronenH,;, der lonenH,,, und der Elektron-lonen-Wechselwirkung
Hel—ion:

H = Hel + Hion + Hel—ion

Die Terme lauten explizit:

H, —I— 51

lgl;’ |7”k <:)>7“k/ ( )

Hion — Z zon _»z &SR _»Z/ (52)
z;ﬁz

Hel—ion - Z ‘/el—ion (Fk <:)>f_éz) (53)

i

{R;} sind die Positionen der Atome (lonen) uid,} die der Valenz-
elektronen. Die Gleichgewichtslagen der Atome séiéﬁo)}. Wir separie-
ren ausH,,, und H,,_;,, die Anteile bemglich der Gleichgewichtslagen:

Hwn = H()

won

+ H,,; H,, = Gitterschwingungsanteil

Hel—ion - H( )

el—ion

+ Hel—ph
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Also:
H=H,+HY, +H"

el—ion ion

+ th + Hel—ph

In der adiabatischen Mherung wird die Elektron-Phonon-Wechsel-
wirkung vernachdssigt. Das Elektron- und lonenproblem kann dann se-
pariert werden:

H = H,+H (5.4)

{—ion

Hy = H" + H, (5.5)

won

H, beschreibt Elektroneruf’ein fest vorgegebenes Gitterpotential. Die
Positionen der lonen sind in diesem Problem fixiert (keine dynamische
Variablen) und bhnen als Parameter betrachtet werdénbeschreibt das
Gitterproblem. Die Positionen der lonen sind hier die dynamischen Varia-
blen.

SeiV({7}) eine Eigenfunktion vorf{; zum Eigenwen‘E({}?EO)}), dann
muss man den Eigenwert als PotentiaHpn =: H,,, dazuschlagen.

Wegen ungengender Rechnerleistung der Computer war es bis vor kur-
zem nicht noglich, das durch die Gleichung&¥ und5.5 beschriebene
Problem selbstkonsistent zasén, und dadurch die Kristallstruktur so-
wie die Bindungsenergie vorherzusagen. Als Anfangsbedingung gibt man
verninftige Atompositionen an und besemkt sich dann auf die Be-
rechnung des elektronischen Problems. Da die Rechnerleistungen konti-
nuierlich zunehmen, werden die sogenanfaennitio’-Methoden bei de-

nen das gesamte Problem selbstkonsistent gerechnet wird, immer mehr an
Bedeutung gewinnen.

Wir nehmen im folgenden an, dass die Atompositionen bekannt sind und
wenden uns dem Elektronenproblem zu:

=2
_ Py S 1 €
H, = E (—2m + V(Tk)) + B E —|7?k =y (5.6)

k
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Hierbei haben wir folgende Ahkzung eingaihrt:
V(Fk) = Z Vei_ion (Fk @R’Z(O))

Hartree Naherung

Ansatz: W := o (7)) - - Y (Fy) mit (;|v;) = &y (5.7)

Um die Wellenfunktionen afierungsweise zu ermitteln, benutzen wir die
Variationsmethode. Dazu muss man zuerst den Erwartungsweler
Energie berechnen:

= (U|H|T) = Z/d3x¢ [(:)—A + V(& )] Ui(T) (5.8)

4+ Z/d3 /d3 €2|¢z | |;f|]( I

i#j

Fur die Funktionen); erhélt man eine Differentialgleichung, wenn das
Energiefunktionall nach diesen Funktionen minimiert wird. Wegen der
Nebenbedingungef¥;|v;) = 1, ergibt das Variationsprinzip:

) (E (:)Z ek<¢k|¢k>> =0, ¢, = Lagrange-Parameter
k

Aus dieser Gleichung folgt die Hartree Gleichung:

<@h_A5—|—V(f) 12y / Py ||§ ;Zﬂ ) 0i(F) = ej05(7)  (5.9)

N
und zudem: £ =) ¢,
=1
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Die Hartree-Gleichung kann leicht interpretiert werden. Sie hat die selbe
Form wie die Schodingergleichung. Man beachte aber, dass/di¢ nun
Quasiteilcherbeschreiben, d.h. Elektronen mit Wechselwirkung. Der Pro-
duktansatb.7 ist der einfachst mgliche Ansatz. Bei diesem Ansatz geh”

zu jedem Teilchen eine Funktion, und die totale Energie ist die Sum-
me der Einteilchenenergien. Es ist erstaunlich, dass desstg Teil der
Festlorperphysik in einem solcheBinteilchenbild(Quasiteilchen) ver-
standen werden kann.

Die Gleichungb.9 ist eine nichtlineare Integrodifferentialgleichung, die im
allgemeinen nur numerisch gaslt'werden kann.

Bis anhin haben wir daBauli Prinzip nicht bericksichtigt. Wir nehmen

nun den Spinanteil als Koordinate € {+1} in den Wellenfunktionen

mit. Da Elektronen Fermionen sind, muss die Wellenfunktioantisym-
metrisch sein, wenn zwei Elektronen vertauscht werden. Dies isfiterf”
wenn¥ als Produktansatz in der Form einer Slater-Determinante geschrie-
ben wird:

(N) 1/2252971 (71, 81) -+ Vo) (P, s)

TCEYN
Der Erwartungswerf der Energie in diesem Zustand ist:

(O H |0 Z/ﬁw Veh2A [ 2m 4+ V(D0 #) +  (5.10)

—Z/d3 [ ) ||zg|j< P

1,j=1

s [ CUT@VT)iF) Y (F)
(:»Z(sw/d /d iﬂy

1,j=1

Die erste Zeile ist eine Summe vdinteilchenenergieim ausseren Po-
tential V'(), wie man esdif N unabldngigeElektronen erwarten wde.
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Der zweite Term beschreibt die klassisdieulombwechselwirkunder
Elektronenverteilung:

/d3 /d3p4 ;y| wobei:
p(Z) := «en(Z) und n(F) := Zwlf

Der dritte Term ist didustauschenergjeine Folge der Antisymmetrie der
Wellenfunktion. Dieser Term erniedrigt die Coulombenergieivei Teil-

chen mit parallelen Spin. In diesem Fall sind die beiden Teilchen ununter-
scheidbar, d.h. die zugehge Wellenfunktion im Ortsraum muss beim
Vertauschen dieser beiden Elektronen antisymmetrisch sein. ihda<i-

zu, dass die beiden Elektronen im Mittel etwas weiter voneinander entfernt
sind, was die Coulombabstossung verringert.

Anwenden des Variationsprinzips auf das obige Energiefunktional ergibt
eine Differentialgleichungui’ die Funktioneny;(), die Hartree-Fock-
Gleichung

2
{@%A + V(T QZ/d3 Vil }%(i’) (5.11)

N

oY e [ ¢y 1) = )

Pyt r <=y

Der spinunabaiigige Anteil des Potentials wird diartree-Potentiall;

bezeichnet:
V - — 2 d3 n(g)

Der spinabhngige Anteil ist das sogenanmtastauschpotentiatesp. das



5 ENERGIEN UND CHEMISCHE BINDUNGEN DES FESTBRPERS 5.10

Hartree-Fock-Potential

2 UL ()0 (2)
|7 <]

N
(Uxy) (£) = /Ux,j(ff» DUy mit ux; =Y b, e

k=1

Mit diesen Abkirzungen gilt somit:

2m

(@ﬁ + V(f) + VH(ZE)@%(f)) —+ (UX¢3) (f) — €j¢j(f) (512)

Diese Gleichungen ossen in einer ‘Selbstkonsistenzschleife’ numerisch
gerechnet werden. D@ichtlokaleAustauschterm birgt dabei grosse Pro-
bleme. Es wird deshalb im allgemeinen versucht, ein geeighatates
Potential tir den Austausch zu finden, das dieselbe Physikadinfaber
numerisch natrlich viel einfacher zu handhaben ist).
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Das Jellium Modell

(Jellium=geleeartig) Die Ladung der lonen werden durch &orestante
Raumladung, := eng ersetzt. Hierbei ist; die Anzahl der Elektronen
N im Grundgebief? dividiert durch das Volumef: n; := N/QQ.

Das durch diese Ladungsverteilung erzeugte Potékitia) schreibt sich:
V(# :<:>62/d3y 0
(@) o |Tel

Wir vernachfissigen zuachst den Austauschtertiy und erhalten aus der
Gleichungb.9 oder5.11:

" i) &no g3 } R (2
{%A”/g o7 d’y o () = (7)) (5.13)

Die ebenen Wellen

— 1 Z_’f
Vp(¥) = 7 *

sind selbstkonsistenteosiingen dieser Differentialgleichung, da

n() Z|¢kf Zl___

k
Ausserdem giltdt d|e Energien:
S R R
e(k) = . und E =) (k)

2m —
k

Das letzte Kapiteliber freie Elektronen ist exakt im Jellium-Modell.

Das Jellium-Modelldihrt zum Problem freier Elektronen, die durch epe-
ne Wellen beschrieben werdeaoriiien. Dieses Modell liefert erstaunlich
gute NAherungendi eine ganze Anzahl von Metallen wie z.Bir fAl-
kalimetalle und Al.
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Beispiel: Der aus Photoemissionsspektren gewonnene \Wedié Fer-
mienergie von Natrium is8.2 eV. Dies entspricht innerhalb von einem
Prozent dem freien Elektronenwért:2 /2m. Diese genautlbereinstim-
mung ist eigentlich erstaunlich, da das periodische Potential in dbeN"
der Atomkerne sehr stark ist.

Da wir den Austauschterm bis jetzt vernaa$digt haben, besteht ndich

die (naive) Hoffnung, dass die freie Elektronenrechnung durch Mithahme
dieses Termes verbessert wird. Die ebenen Wellen sind auch Eigenfunktio-
nen zum Austauschpotential:

(v 0= oy [ 3 LRI Lt
~) () = —— e
XV Q Jo & Fey va Y

1 .z e R -
Usio-) (2) = ik-Z E:/d3R _
( X¢k> (l‘) \/ﬁe ::Q - o |R|
1

ik 7
= —e""Y (kK
var
Also
I -
HF Sy (k 5.14
k 'm + X( ) ( )

Y x beschreibt den Effekt der Austauschwechselwirkung zwischen den
Elektronen auf die Dispersionsrelation der Quasiteilchen. Die Funktion
kann leicht ermittelt werden (siehe z.B. Ashcroft Mermin, Chapter 17):

2 1 &a?

Sy (F) = &— F(k/kr) wobei: F(z)=1+ ——In
s

1+ x
1 ex

Aus der Figur 5.1 ist ersichtlich, dass die durch den Austausch verursachte
Korrektur in der Dispersionsrelation enorm ist. Ausserdem besteht eine
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816

Unabhangig

Hartree-Fock

1

0 s if R

Band width

o

Fig 5.1 Dispersionsrelationur'freie, unabhigige Elektronen verglichen mit derjenigen
in der Hartree-Fock Blierung.

Singularigit beikr, was zu wllig falschen Werten z.B. der spezifischen
Warme fihrt.

Warum ist das Resultat so schlecht? Eine der Ursachen ist das Verhalten
des Coulombpotentials, das eine unendlich lange Reichweite besitzt. Dies
ist jedoch ftir ein Festkiper im allgemeinen unphysikalisch, da der ‘See’
der Elektronen eine Ladung schober kurze Abstinde vollséihdig ab-
schirmt. Es vaire daher sinnvoller, effektive ‘abgeschirmte’ Potentiale in
der Rechnung anstelle des klassischen Coulombpotentials zu verwenden.

Der zweite Grund di das unphysikalische Resultat liegt daran, dass die
Hartree-Fock Gleichung nugtatistischekorrelationen barcksichtigt, die

auf den Austausch identischer Teilchen (Elektronen mit gleichem Spin)
zuniickzutiihren sind. Elektronen mit antiparallelem Spin sollten jedoch
auch eine Korrelation aufweisen, da auch hier eine Coulombabstossung
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besteht. Diese Korrekturterme zum Austauschterm werden in der Literatur
allgemein al€lektron-Korrelations-Termbezeichnet.

Um die unphysikalische Dispersionsrelation zu vermeiden, hat Slater vor-
geschlagen, anstelle des Fock’schen Austauschtermes ein genidletes
les Austauschpotential in der ‘Hamiltongleichung’ zu verwenden. Dieses

—_

Potential ist der Mittelwert voX x (k):

4 - L
polater._ (—”kj;) / Sy (F)dk
3 B <k

Slater_ 3¢ (3 " i i
Vs = @7 ;n , wobeil n = lokale Elektronendichte

Dies flihrt zur Differentialgleichung:

h? n(y
(gt + V(@ [ Pyt oo S o) — o)
(5.15)

Der Parameten ~ 1 erlaubt Korrelationen global mitzubsKsichti-
gen. Die Gleichung.15 ist der Ausgangspunkt fast allBandstruktur-
rechnungenMan spricht von det DA Methode (local density approxima-
tion).

EinfacheUbungsaufgabe zu den Friedel-Oszillationen:

Betrachte ein eindimensionales Jellium Modeall €in Metall und nehme an, dass an der
Stellex = 0 ein Defekt besteht, so dasdgx = 0) = 0. Durch Kombination von je zwei
ebenen Wellen kann ein volistdiger Satz von Wellenfunktionen konstruiert werden, die
der Randbedingung gagén. Die Dispersionsrelation ist identisch zu derjenigen des frei-
en Elektronengases, dE(l_é) = (hE)Q/Qm. Berechne nun die modifizierte Elektronen-
dichten(x). Sie sollten folgendes erhalten:

n(z) = no (1 - 7””‘2(;;5@)
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(b)

Fig 5.2 Berechnete Bandstruktuuif'Kupfer a) im Vergleich mit der &Sung fir freie
Elektronen b).

Diese Oszillationen heissen je nach Kont&iedel-Oszillationenoder Rudermann-
Kittel-Oszillationen.
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5.3 Die verschiedenen Bindungstypen des Fesiipers

Quantenmechanischen Ursprungs sindkidigalente Bndung, die metal-
lische Bindung und die van der Waals Bindung. Die lonenbindung kann
klassisch verstanden werden.

5.31 Die Kovalente Bindung

Diese Bindung ist typischuf'die Bindung der Atome in Molakén, wes-
halb sie laufig auch als chemische Bindung bezeichnet wird. Sie kann
durch Betrachten einfacher Molele verstanden werden.

das H! -Molekl

0)

Fig 5.3 Koordinaten der beiden Protonen und des Elektrons jnMdlekiil.

Der Hamiltonoperatonft'dieses Moleul lautet:

2 62 62 62
H:<:>_A<:\;> . = -~ . = + = =
2m P R4 |Fe&Rp| |RisRp|
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Zur ndherungsweisen dsung bieten sich Linearkombinationen von
Wellenfunktionen); des Wasserstoffatoms an:

B2 2
Hy; = | &—A &= | ¥ = By
2m |7

Jede beliebige Funktion kann im Prinzip nach die¢en}'s entwickelt
werden. Um den Grundzustand anahbein, ist es sinnvoll die Grund-
zustandsfunktionen des H-Atoms zu b&ren. Dies ist diel s-Wellen-
funktion:

() = (may) e

wobeiay = 4megh?/me? (SI-Einheiten)= 0.53 A der Bohr'sche Atom-
radius ist.

1 2
Eho=o(-) -~ (S) = ©1Ry = 13.6eV.
2 ) 4dmegap

Wir verwenden also den Ansatz
\11(7?) = Q¢A(F) + ﬁ@bB(F) ,WObei: ¢A,B(F) = ¢15(F@EA’B) (516)

Diese Methode ist allgemein unter dermgélLCAO =‘linear combinati-
on of atomic orbitalsbekannt.

Beachte: das H-Molekdl ist invariant unter der Spiegeluag(siehe Figu-
re 5.3). Mit dem Spiegelungsoperateyr

Fr:H=H; (F0)(F)=0¢(a(r) =o(i)

folgt, dassH mit P, kommutiert:[H, P,] = 0. Die Eigenfunktionen von
H konnen dann nach solchen véh klassifiziert werden (Quantenzahl).
Da die Eigenwerte vo®’, = +1 sind, gibt es die zwei Mglichkeiten:

Vo (7)) = N (W4(7) £ Up(r)) (5.17)
Die Normierungskonstante¥ki, werden so gewafilt, dass

(P, Uy)=1
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¥ (r) (arbitrary units)

Distance (&)

konstruktive Interferenz

Fig 5.4 Die Amplitude der Wellenfunktione® . langs der Verbindungslinie zwischen
den beiden Protonen.

Man berechnet nun die Erwartungswerte der Energien
ex(R) := (VL |H|VL) ; R:=|R, =Ry
Diese funktionale Abaiigigkeit ist eine obere Schranke fdie exakt be-
rechnete Energie.
Es gilt natitlich: lim ¢(R) = <1 Ry

R—oo

Die symmetrische Kombinatiomhit zu einenbindenden Zustanehit der
Bindungsenergi8.13 Ry =~ 1.8 eV (Exp.:2.8 eV).
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Energie
an!
|
§
S

-1Ry

'\& "“Bindend "

Fig 5.5 Verlauf der Energie als Funktion des Protonenabstafdes

Es gibt zwei Ursachenuf diese Bindung im symmetrischen Zustahd:

A) Wegen der konstruktiven Interferenz ist die Aufenthaltswahr-
scheinlichkeit des Elektrons nicht nur gross bei den beiden Proto-

nen, sondern auch dazwischen. Dies reduziert die kinetische Ener-
gie, da

1

m

12 -
U p0) = — [ VU2
(p¥,p¥) 2m/l |“d’r

B) Die erlohte Aufenthaltswahrscheinlichkeit zwischen den Atomen
‘schirmt’ die Proton-Proton Coulombabstossung partiell ab.
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Die kovalente Bindung kommt durch einen grossen positivbarlapp
von zu benachbarten Atomen gebiiden Atomorbitalen der Valeng-
elektronen zustande. Dies reduziert die quantenmechanische kinetische
Energie der Valenzelektronen und verringert die Coulombabstossung
zwischen den Atomkernen. Die Bindungsenergie ist proportional jzum
Uberlapp der Atomwellenfunktionen.

Das Wasserstoff Molekil H -

Der Hamiltonoperator lautet nun:

2 2

H = (:)h—(Al—l—A o8N +%

2m Py AB|TJ<:>R| |7“1<:)>7“2|

Ansatz vonHeitler-London:

\Ifi(Fl,FQ) = Ni{\IfA(Tl)\IfB( ):l:\IfA( )@B(Tl)}, wobei:
Uy p(F) = (7 (:)RA,B)

Beachte: Die so definierte Funktion entspricht qualitativdem Hartree-Fock
Ansatz fir die Wellenfunktion eined’-Teilchen Problems.

Fur die zwei Funktioned’ . bestehen die Symmetrien:

U, (7, 7)) = Wy (i, ), ‘symmetrisch’
U_(7,7) =<W_(ih, ), ‘antisymmetrisch’

Gemdass dem Pauli Prinzip muss daher die Spinfunktion symmetrisch (anti-
symmetrisch) éif ¥_ (¥, ) sein, um eine insgesammt antisymmetrische
Wellenfunktion beim Vertauschen identischer Fermionen zu erzielen. F~
U, ist der Gesamtspif = 0, wahrendS = 1 fur v_,
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Nun berechnet man wie beimj+Molekil die Erwartungswerte der Ener-
gien:

ex(R) = (Vi|H|Vy)

Es zeigt sich, dass auch hier die Wellenfunktionskombination, bei der ein
grosser ‘konstruktivetJberlapp zwischen den Atomwellenfunktionen be-
steht, einen bindenden Zustand liefert. Die Bindungsenergias&nmings-
weise proportional zum Betragsquadrat térlappungsintegrals:

A= / U A (7) T (F)dPr

Genau gleich wie beim HMolekdl liefert die in den Ortskoordinaten sym-
metrische Kombination der Atomorbitale emndendedviolekulorbital,
das nun mit zwei Elektronen besetzt ist.

1
Huanlenrusiesd J||

a1

(= TE L T
wand =

Enargh in Rydbarg-Elnheilan (13,8 V)
L3
T
T T
.
| |
-
(,. i }
| |
1
a |

1
nnL - ; I = Y

Modeklabaiand In Blnhelten von ag = 0,51 4

Fig 5.6 Verlauf der Energie als Funktion des Protonenabstandetas H-Molekiil.
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Allgemein halten wir folgendes fest:

Die symmetrische und antisymmetrische Kombination zweier Atomor-
bitale ftihrt zu einenbindendemundantibindendemolekilorbital. Die-
se sogenanntavalentaBindung wird auclElektronenpaarbindunge-
nannt, wenn das Mole#6rbital mit zwei Elektronen (Spils = 0) be-
setzt ist. Die Bindungsenergie ist maximal, wenndberlapp der Ato-
morbitale noglichst gross ist.

Gibt es im Molekil pro bindendem Molekiorbital mehr als zwei Elektro-
nen, besetzen die restlichen Valenzelektronen auch antibindende Orbitale
(dies erniedrigt nairlich die Bindungsenergie), z.B.,O

Bis jetzt haben wir nur detdberlapp von zwei identischen Atomwellen-
funktionen betrachtet. Im allgemeinen kann térerlapp erbht werden,
wenn man von Kombinationen von Atomorbitalen ausgeht. Man spricht
von Hybridisierung

Wir betrachten als Beispiel die Si Struktur. Sie ist kubiseltiénzentriert
und besitzt eine zweiatomige Basis mit den Koordinager,0) und
(1/4,1/4,1/4), siehe Figur 5.7.

Jedes Siliziumatom sitzt im Zentrum eines regah Tetraeders, der durch
die vier Nachbaratome gebildet wird. Die atomare Konfiguration von Si
ist [Ne] 352 3p?, d.h. es existieren vier Valenzelektronen, genau gleich
viele wie rdchste Nachbarn. Paaraahster Nachbarn bilden nun durch
Uberlappung geeigneter Wellenfunktionen je eine kovalente Bindung, die
zweifach besetzt ist, d.h. eine Elektronenpaarbindung. Die Bindungs-
achsen liegen in den viaquivalenteril 1 1) Richtungen, siehe Figur 5.8.
Da jedes der Si Atomaduivalent ist, mssen die Bindungermuf alle vier
Nachbaratome identisch sein. In der LCA@Nung besteht die Aufga-

be nun darin, geeignete Wellenfunktionen aus sleand 3p Zust@nde zu
konstruieren, die zu einemaglichst grossetuberlapp fihren.
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Fig 5.7 Si Kristallstruktur.

Die Atomorbitale sind von der Form:

13s) = Polynom(r) - exp(&Zr/3ap)
13po) = Polynom(r) - exp(&Zr/3ap) (z) fur m =20
13p+1) = Polynom(r) - exp(&Zr/3ap) (x £iy)) fur m = +£1

Wir benutzen nun gerichtegeWellenfunktionen:

ps) = [3p0) (5.18)
p) = %<|sp+1>+|sp_1>> (5.19)
p) = %umwmpw (5.20)

Die drei Funktionen sind Eigenfunktionen vdr? aber nicht mehr von
L. mit Ausnahme der Funktiofp.). Da Spin 1 Wellenfunktionen sich
wie Vektoren transformieren, verhalten sich die drei in Gleich@Q be-
schrieben Funktionen wie die Komponenten eines Vektors.
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(-1,-1,2)

(1,1,2)

(-1,1,-1)

(1,-1,-1)
Fig 5.8 Si Kristallstruktur.

Wir bengtigen nun Orbitale, die in digl, 1, 1) Richtung weisen:

) = (o) + o) +1p-) for (111 (5.21)
) = <= (Ipa) ) lp.)) fur 1T (5.22)
) = = e+ ) o) for [T (5.29)
) = = (o) ©lp) + ) for (111 (5.24)

Im Bild Fig. 5.9 ist die Funktionp,) dargestellt. Diese Wellenfunktion
wird zu einem relativ starkedberlapp zwischen den Orbitalen der Atome
A und B fihren. Die ‘negative’ Keule deg;) Orbitals zeigt hingegen
noch ins Leere. DiesaBst sich durch Hybridisierung mit defx)-Orbital
vermeiden.

Hybridzustanddif ein Valenzelektron von Si in dig11)-Richtung:
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2

555 A

G2 1P

e

X

Fig 5.9 Die Wellenfunktion|p, ).

1) 2= 2 (133) + ) + 1) + o)

Beachte: Dieser Zustand ist nicht mehr Eigenzustand zum Hamilton-
operator des isolierten Si Atoms, denn die EneFgi€ir dens-Zustand ist
kleiner als die Energi#’, desp-Zustandes. Die Konstruktion der Wellen-
funktion ¥, (des Hybridzustandes) ‘kostet’ Energie. Der Erwartungswert
der Energiefit die3s? 3p%-Konfiguration des Atoms ist:

_ 1 1
EF=-F,+-E
2 +2 P

Fur den Hybridzustand gilt jedoch:

_ 1 3 _
EH:ZES—i_Z P > E

Die Uberlappung mit der Wellenfunktion des Nachbaratoms ergibt bei
gleichem Vorzeichen ein Moleiorbital, das doppelt besetzt zu einer
Energieerniedrigungifirt. Diese Energieabnahme musssger als die zur
Hybridisierung aufgewendete Arbeit sein, um einen bindenden Zustand zu
erhalten.
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S> + > = SPg-HyM
G¥

o antibindend

EP—_JL'\\\ EH

- AE, T T
E —H ") (Hpridzushad 3 G _
/ AN o bindend

ES__—.Z

Fig 5.10Hybridisierung und Energieschema.
Die Bindungsenergieuf'Si beBuft sich aufd.64 eV und die fir Diamant
auf7.36 eV pro Atom.

Die kovalente Bindung ist starggerichtet weshalb die Raunaflung im
allgemeinen gering ist (spez. Masse ist gering).
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5.32 Die Metallische Bindung

Der Ausgangspunkt zur Berechnung metallischer Systeme bildet die
Differentialgleichung vonSlater, Gleichung5.15. Da diese nur nume-
risch gebst werden kann, omssen wir uns auf qualitative Argumente be-
schiénken.

Die Valenzelektronen sind nurbér den ganzen Festiper delokalisiert.
Diese starke Ausbreitung der Wellenfunktionen erniedrigt die totale kineti-
sche Energie bechtlich. kir das freie Fermi Gas gilEy;, = 3Er /5. Wir
vergleichen dies mit dem Wasserstoffatom. Das Elektron im H-Atom ist lo-
kalisiert auf ein Gebiet der Dimensiar; (Bohr'scher Atomradius). Aus
der UnsclaiferelationApAx = h ergibt sich ein quantenmechanischer
kinetischer Energiebeitrag von derdssenordnung
1

2m
Dieser Energiebeitrag, der mit zunehmender Lokalisierung schnell
anwéchst, sorgt daif, dass das H-Atom stabil ist. Der Energiebeitrag
von = 13 eV pro Atom ist deutlich grsser als typische Werterf3E /5

(Ap)* = h?/(2ma%) = 1Ry = 13.5eV.

Anstatt von der Slater Gleichung auszugeh@mrkén wir versuchen, das
viel einfachere Jellium Modell zur Berechnung der Bindungsenergie anzu-
wenden. In diesem Modell (ohne Austauschwechselwirkung) kompensiert
die Elektron-Elektron-WW gerade die Elektron-lon-WW. Die Energie-
eigenwerte sindt(k) = (7ik)2/2m > 0! Die positive totale Energie

E =S ¢(k) besagt, dass es keibindenderzustinde im Jellium Modell

gibt! Dieses Modell kann deshalb die Bindungsenergie nicht vorhersagen.
Der AustauschternXy ist zwar in der Lage, die totale Energie negativ
werden zu lassen. Da er aber zu anderen physikalischen Problahren f~
wollen wir ihn besser weglassen.

Aus numerischen Rechnungen folgt, dass die Elektron-Elektron-WW im
allgemeinen deutlich kleiner als die negative Elektron-lon-WW ist. Die
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Bindungsenergie metallischer System wird in erstah&ung durch die
positive kinetische Energi@ind durch dienegative Elektron-lon W\We-
stimmt. Die Austauschenergie und die Elektron-Elektron-WW ergeben
Korrekturen.

Abschatzung der Bindungsenergie

Wir betrachten ein Valenzelektron pro Atom und nehmen an, dass dieses
homogeruber eine Kugel mit Radiug, := n~'/? ausgeschmiert ist. Im
Zentrum der Kugel befindet sich das lon. Warkien uns diese Kugel pe-
riodisch fortgesetzt denken.

Die Coulombenergie zwischen Elektron und lon ergibt sich zu:
T 2 1
Wer = & = & - dmrid
o /471'607“ /0 degr 47T7“0/3 A
Wg = ( )3“3
8megap r0

— &1Ry (3“—B>
o

Fur die kinetische Energie folgt:

Eiin = —Fp == . m = /3 ;
A sEr =g it kp=(37"n)"/" folgt

3h% . Laml [a ?
= - B__ (28
52m(37T) a% (ro)

rmy g (00 [, dran’
= 1Ry{5(37r) - ap =~

Zusammengefasst folguifdie totale Energie

E_lRy(ro){(:B—i—574(ro)} (5.25)
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Diese Energie ist negativ (entspricht der Bindungsenergie), faltscht
zu Kklein ist:

1
ro 2 2ap oder: ng S 8—3 (526)
ap

Zweli Beispiele:

Kalium ist bcc mit « =5.22A — ry=4.1A. Daraus ergibt sich
<FE(K) = 3.9eV. Experimentell:=E (K) = 0.93 eV.

Natrium ist auch bcc mit = 4.22 A— r, = 3.35 A. Daraus ergibt sich
<F(Na) = 4.47 eV. Experimentell=£(Na) = 1.11 eV.

Die Ubereinstimmung ist nicht besonders gut. Der Grund liegt in der
Vernachtssigung des lonenproblems. Zur Erinnerung: die Jellium- oder
Slater-Gleichung behandelt nur das Elektronenproblem. Zur totalen Ener-
gie muss die lon-lon-WW noch mitgenommen werden. Dies ergibt einen
zusatzlichen positiven Beitrag.

Die experimentellen Werteuf“die lonisierungsenergid fur die beiden
Alkalimetalle sind: I(K) = 4.34eV und I(Na) = 5.14 eV. Dies stimmt
viel besser mit der obigen Absatzunguberein.

Wir halten allgemein fest: Die totale Energie, die sich aus der Berech-
nung des Elektronenproblems ergibt, ist eine guth&ung @i die
lonisierungsenergie

Mott’scher Metall-Isolator Ubergang

Wir betrachten die Reaktion eines freien Fermigases der Dichtauf
eine externe elektrostatischeofiiig, und zwar auf eine zatzlich am
Orte ¥ = 0 angebrachte positive Punktladuagin die Umgebung die-
ser Punktladung wird eitlberschuss von Elektronen hingezogen, der die
Punktladung und das elektrische Potenilzdi eine bestimmtedrige voll-
standig abschirmt.
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M

Fig 5.11Einfluss eines lokalen 8tpotentialsy auf das Fermigas.

Der Elektronenberschuss seéin := n(r) <ny > 0. Das elektrische Po-
tential ¢ ist nach unserer Konvention negativ. Gasa Figure 5.11 gilt ap-
proximativ:

on(r) = <p(Er)-e¢p wobei p(Er) die Zustandsdichte ist
Wir mussen die Poisson Gleichung selbstkonsistessr’
€0Ap = e (0(7) + p(Erp)eod)

Definition: A% = (e’p(EF)/¢o) (5.27)

Die ist die sogenanntEhomas-Fermi Abschirrafigedes Elektronengases
(fur gute Metallex 1 A) Mit dieser Ablirzung erhalten wir:

1 2

Dies ist die Helmholtz Gleichungif'eine ‘imagirdre’ WellenBnge, siehe
Gleichung 2.8. Die b3ung unseres Problem lautet nun:

= € —T/ATF
o) = e /> (5.28)



5 ENERGIEN UND CHEMISCHE BINDUNGEN DES FESTBRPERS 5.31

Anstelle des gewfinlichen Coulombpotentiatse /(4mer) haben wir nun

ein sogenanntes abgeschirmtes Potentidlas eineendliche(sehr kurze)
Reichweite besitzt.

Abstand rI;\
TF

potent. Energie Vir)

Fig 5.12Das durch ein Fermi Gas abgeschirmtes Coulombpotential einer positiven Punki-
ladunge am Orte0.

2

3 h
Aus p(Ep) = §EiF und Eyp = 5 <3ﬂ2n>2/3 folgt:
2 me?(37%n)! /3
Tr hin2e,
1/3
e ()
7T a’y



5 ENERGIEN UND CHEMISCHE BINDUNGEN DES FESTBRPERS 5.32

o~

1 Cl3 1/6
A & (f) (5.29)

Bedingung nach Mott:

Ein Material ist metallisch, wenn sich ein gebundener Zustand im abge-
schirmten Potential aufgrund der zu starken Lokalisation nicht bilden kann,
d.h. A\rr < ap. Hieraus ergibt sichur die Konzentratiom, der Valenz-
elektronen:

(5.30)

Zusammen mit der Gleichurfg26 ergibt sich i ry := ng/*:

2&3 < o < 4&3 (531)
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5.33 Die lonenbindung

Klassische Beispiele sind die Alkalihalogenide, z.B. NaCl (fcc) oder CsCl
(kubisch). Bei der Bindung erfolgt ein volatdiger Elektronentransfer
vom Alkaliatom zum Halogen, so dass als Einheit das lonenpag€Na
vorliegt. Die lonen sind in erster Ordnung kugelsymmetrisch, da die
Elektronenkonfiguration einer Edelgaskonfiguration entspricht. dbie ~
serste Elektronenschale ist also valtsdig besetzt. Zum Beispiel: Nav

[Ne], F- ~ [Ne] und CI" ~ [Ar]. Aus diesem Grund ist es aglich ein
Kugelmodell zu benutzen, um dieagliche Struktur ausgehend von einem
effektiven lonenradius,. vorherzusagen. Beispiele: (Na")= 0.95 A,
r.(Rb)=1.48 A, r,(CsH=1.69A und r_(ClI")=1.81 A. Da die Bin-
dung durch die Anziehung zwischen Anion und Kation zustande kommt,
legt man als Bedingung fest, dass sich die lonen unterschiedlicher Rblarit™
bernihren sollen. Hierzu wollen wir die drei wichtigsten Strukturvertretern
von lonenkristallen betrachten:

Im kubischenKristall (mit zweiatomiger Basis) betrachtet man einen
(110)-Schnitt durch die Einheitszelle, siehe Figure 5.13.

Fig 5.13Zum Kugelmodell der lonenbindung im kubischen Kristall. Schnitt parallel zur
(110)-FEche.

Aus den beiden Bedingungeh:_ + 2r, = v/3a und2r_ < « folgt:
ry/r_ > V3l =0.732  (kubisch)
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Fur den fcc Kristall betrachten wir die Struktur parallel zur (100)-Ebene,
Figure 5.14.

Fig 5.14 Zum Kugelmodell der lonenbindung im fcc Kristall. Schnitt parallel zur (100)
Flache.

Aus den beiden Bedingungeh:_ + 2r, = a/2 und2r_ < a+/2/4 folgt:
ro/r. > V2e1 = 0414 (fec)

Analog ergibt sichtif die ZnS-Struktur die Bedingung/bungen):
ry/r_ > 4/3/2 = 0.225 (fcc)

Beispiele:

Zn?t(0.74 A)S*(1.84A) = r,/r_ =040 = ‘Zinkblende Struktur
Nat(0.95A)Cl-(1.81A) = . /r_=0.525 = fcc Struktur
RbT(1.48 A)CI-(1.81A) = r,/r_ =0.818 = kubische Struktur
Cst(1.69A)CI-(1.81A) = r,/r_ =094 = kubische Struktur

Die Bindungsenergie ist rein elektromagnetischer Natur und kann durch
Summation der Coulombenergien ermittelt werden. Kommen zwei lonen
einander jedoch zu nahe, so dass besetzte Wellenfunktidremtappen,
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NoCl mit NaCl-Struktur

{ 100}
Fig 5.15Kugelmodell tir NaCl im Falle der kubischen und der fcc Struktur.

erfolgt eine Abstossung, die phomenologisch zum Beispiel wie folgt
modelliert werden kann:

U, = Nzae B/

Hierinistz die Anzahl rachster Nachbardy die Anzahl der lonenpaare im
Kristall, R der Abstand zwischemathsten Nachbarn undb Konstanten.

Die anziehende Wechselwirkung ergibt sich wie gesagt durch Summation.
Wir nehmen an, dass die lonen nur einfach geladen sind:

L e 1 +1
U, = = _ = 2 .
N e R ED Sy

:%ZM:N%

daU; unablangig vom Index ist. Das positive Vorzeichen g jleich-
artige Ladungen.ti"die Abstinde zwischen lonen definieren wif; R :=
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|7 7. Also:
2 +1
=23 B
TE i e — Dij
05tPij 0 J(#l)pj
Die letzte Summe wird/ladelung’sche Zahk genannt:

Z( ) Madelung'sche Zahl  §32)
i)

Mit dieser Abkirzung ergibt sichdi die totale Energi€;,; = U, + U,:

2
w=N R/b . .
Usor (zae <:>oz47T€0R) (5.33)

Die Reihe in der Gleichung§ 32 konvergiert nur bedingt. Um eine schnelle
Konvergenz zu erreichen, kommt es darauf an, wie die einzelnen Summan-
den addiert werden. Bis jetzt haben wir Obacfiéneffekte nicht mitbe-
ricksichtigt. Diese spielen beim Aufsummieren eine wichtige Rolle. Man
kann den Kiper so unterteilen, dass er ein resultierendes Dipolmoment
besitzt oder nicht. Der Unterschied in der Energie entspricht der Coulomb-
energie des elektrischen Feldes im Aussenraum, das durch die Polarisation
P erzeugt wird.

Evjen hat eine einfache Methode angegeben, um die Madelung’sche Zahl
leicht auszurechnen. Die Vorschrift besteht darin, bei jedem Summations-
schritt datir zu sorgen, dass das Gebiet ungeladen ist und kein resultieren-
des Dipolmoment aufweist. Man beginnt bei einem beliebigen Zentralion.
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¢repulsion

d(r)

q)cjﬂrc.\cﬁon

Fig 5.16Das Verhalten der totalen potentiellen Energie.

Um dieses legt man Bereichie, C B, C B;---. Die lonen am Rand
dieser Bereiche werden nur antedasig mitgerechnet.

Beispiel tir die lineare Kette

O00O0 ﬁgﬁ OOO00)

B2
B3

»
'

Fig 5.17 Lineare Kette eines eindimensionalen lonenkristalls. Die Bereigheb,,
Bs - -+ sind angegeben.
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Fur dieses Beispiel ergibt sich:

ap = 1/2+41/2=1
ay = a1 +1/24+1/21/41/4=3/2=15
a; = ayel/4el/441/6+1/6=4/3 =133

Allgemein ergibt sich:

a 1
a=2 2(@1)“1% = 2l0g2 = 1.39
k

Die Summation nach Evjen liefert bereits nach dem dritten Summations-
schritt eine sehr gute@ierung (gute Konvergenz).

Ubung: Berechneui eine zweidimensionale NaCl Struktuy,i = 1 - - - 3.
Der Sollwerta,, = 1.6155

Fur die drei laufigsten Vertreter ionischer Kristalle lautet die Made-
lung’sche Zahl:

CsCI-Struktur, NaCl-Struktur| ZnS-Struktur,
o 1.762 1.747 1.638

Mit Hilfe von « und der lonenradieraEst sich der attraktive Anteil der
Bindungsenergie (die Coulombenergie) leicht berechnen.

Ubung: NaCl ist fcc mitr, = 0.95A und r_ = 1.81 A. Daraus folgt;
R = 2.76 A und fur die Energie

e? e? 2ap

Ea = & :
dreg R 8mepap R

= (1Ry) x 0.671 = 9eV

Bindungsenergien der lonenkristalle sind typisch im Beréiehl0 eV.
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5.34 Die van der Waals Bindung

Dies ist die schwchste Form der Bindung in Festlpéern. Sie liefert den
Hauptbeitrag bei Edelgaskristallen und Maldistallen, z.B. bei Ar-
gon oder bei einem Kiristall, der durch Alkan€,(H-,.2) gebildet wird.

Die atomare- oder molekulare Einheit besitzt keine freien Bindungen. Bei
Edelgaskristallen ist die ‘Schale’ deften Generation vollsiidig besetzt.

Bei einem Molekilkristall sind alle Orbitale der Molaké doppelt be-
setzt. Es wfe nun noch mglich, dass jedes dieser Moldk‘ein perma-
nentes elektrisches Dipolmoment aufweist. In diesem Fall ergibt sich ei-
ne attraktive Dipol-Dipol-Wechselwirkung, die proportional:izti ist (r

ist der Abstand von benachbarten Malé). Falls aber kein permanen-
tes Dipolmoment auftritt, besteht dennoch diedgchkeit einer attrakti-
ven Dipol-Dipol-WW mit einerr—5 Abstandsabérigigkeit. Diese sogen-
antevan der Waals Wechselwirkuegsteht durch spontane Fluktuationen
des Dipolmomentes. Sie liefert einen Beitrag zur BindungseneurgedIe
Bindungstypen. Da aber die Bindungsenergiendie kovalente, metal-
lische und ionische Bindung viel gsser sind, kann der van der Waals
Beitrag in diesen &len vernacldssigt werden.

Annahme: Die Fluktuationen der Elektronenverteilung eines Atoms am
Ort 7 = 0 und zur Zeitt = 0 fuhren zum elektrischen Dipolmomeit
Dieser Dipol erzeugt ein elektrisches Potential

Ein benachbartes Atom gp'das vory; ausgehende Feld, weshalb in die-
sem ein Dipolmoment; induziert wird:

7(F) = aE; = ©aVe,, wobei a = elekt. Polarisierbarkeit

Die potentielle Energieuf’p, im Potentialy, lautet:

U= &ps - E) = en (El)Q = < (6%)2
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Die durch spontane Fluktuationen induzierte Dipol-Dipol-WW ist also at-
traktiv (negativer Beitrag zl/).
- 3 =/ = —»
= &3 :
B = eve, = D eS|

70

U= @OZTE {7” —|— 37“ _»)2}
Das Dipolmomeng,; fluktuiert zufllig so, dasgp;(t)) = 0, aber(p (t)?)
= (j*) # 0. Daraus ergibt sich, () -7) = 0 und{(7,(t)-7)?) = 2r*(p?),
=

) R

T = r : Abstand zweier Atome

U=«

DO | Ot

Einfaches QM Modell zur Erkl'arung der van der Waals Kratft.

Wir betrachten das in Figure 5.18 skizzierte eindimensionale Modell. Die

M f m M f m
FW© Mo -
X1 X2
’ R ’
>
(M>>m)

Fig 5.18 Quantenmechanisches Modell zur Enkling der van der Waals Kratft.

zwei Atome werden als einfache harmonische Oszillatoren beschrieben.
Das positive lon steht festim Raum, da seine Masse vossgrals die der
negativen kompensierenden Ladungen ist. Die Dipolmomente der beiden
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Atome lauterp; = <ex; undp, = <exy, wobei wir angenommen haben,
dass die Ladung gleichist. Rir die beiden Atome gilt jeweil§ »(t)) =
0.

Wir bendtigen nun das Wechselwirkunspotentig fur zwei Dipole:

— 1 — — — - — -
Ug = p1- Voo = I {01 - P2 ©2(p1 - €r) (P2 - €R)}

2e? . -
= ey (Tr=R/R) (5.34)

Der Hamiltonoperatonit'die beiden harmonischen Oszillatoren lautet:

1 f 2e?
H = %(P%erg)Jrg( D+ a3) S gL

DurchUbergang zu Normalkoordinaten kann die Gleichung in zwei unab-
hangige Anteile separiert werden. Die Normalkoordinaten sind:

1( n ) 1
Ty = —(11 +19) 14 = —
V2o V2

Es zeigt sich, dass der Hamiltonoperator in zwei harmonische Oszillatoren
separiert werden kann, die nun zwei verschiedene Eigenfrequennea
w, haben. Die Energieeigenwerte der Sahingergleichung lauten nun:

(:L‘l <:>x2)

1 1
E = hw, (5 + ns) + hw, (5 + na) (5.35)
Fur die Frequenzen ergibt sich:

2¢?
fR?
Die Entwicklung der Gleichun§.35 nach dem ‘kleinen’ Parametér.=
e?/(fR?) ergibt:

wg’a:wg(lqi ) = Wy <wy < Wws

E(ng,ng) = hwy {(1 + ng + ng) + B(ng Sng) @552(1 +ns + na)}
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Dies ist zu vergleichen mit den Energieeigenwerterzfvei ungekoppelte
Oszillatoren:

Eo(nl, ng) = huwy (1 +ny + ng)

Die Entartung der Zuatide wird durch die Coulombwechselwirkung
aufgehoben (siehe Figur 5.19). Insbesondere gitdén Grundzustand
{ v
3
— 2
E y A

¢12
pooP

Fig 5.19Aufspaltung der Energieeigenwerig Zwei gekoppelte harmonische Oszillato-
ren.

Ey(0,0) = hwy und E(0,0) = hwg(1 & 5%/2), d.h. die Wechselwirkung
erniedrigt die Energie und ist somit attraktiv.

Die mittlere Energiereduktion ist:
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Das Potential nach Lennard Jones

Die anziehende Wechselwirkungrfzwei Atome im Abstand- ist pro-
portional zur—°. Die Abstossung, die sich bei zu starker Amerung ein-
stellt wird hier nicht durch ein exponentielles, sondern durch ein Potential
~ r~12 beschrieben:

U:=4e((a/r)? &(c/r)%) (5.36)

-€

Fig 5.20Das Lennard Jones Potential.

Fir einen Kristall nmssen wir nun die Paarpotential# falle Paare auf-
summieren:

1 1 1
Upt = 52 Uy=5 | D Ui | =5N) Uy
i#] i \J) i1
= QENZ {(a/rj)12 <:>(0/rj)6}

j=1

Setzer; = |;| =: p; R, wobei R der Abstand derachsten Nachbarn ist.
Fur das totale Potential ergibt sich nun:

Uy = 2¢N {A12 (%) RPNy (%)6} (5.37)
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Die Konstantem ;s und A4 sind von der Struktur alamgig:

1 12
A=) (—) = 12,13 furfcc

6
Ag=)_ (1) = 14,45 furfcc

Der mittlere Abstand der Atome bé&i = 0, der Gleichgewichtsabstand,
erhdlt man aus der Bedingung:

a Upot

=5 =0 = Ry/oc = 1.09 (furfcc), und

R=Ry

Upot(RO) = 8.6eN

Diese Gleichung liefert eine Bedingung an die beiden unbekannten Para-
metero unde. Eine zweite Gleichung ergibt sich aus der experimentell
zuganglichen isothermen Kompressikalit”

Da auch bei Temperatlr = 0 das Gitter Schwingungen ausirt (Null-
punktsenergigler Phononen) muss dieser Energiebeitrag von dem nega-
tiven Potential subtrahiert werden, um die korrekte Bindungsenergie zu
erhalten. Dieser oszillatorische Anteil kann am einfachsten im Debye Mo-
dell abgescatzt werden und ergibt sich zu:

9
Uosz = gthD

Die Bindungsenergie pro Atom (in diesem Fall die Sublimaticasne)
lautet nun:

9
Up = 8.6¢ @gk‘@p (538)
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Der attraktive Anteil ist typischerweise von derdssénordnung.1 eV,
der Phononenantdil01 eV.



